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Motivation

� Zweite Quantisierung

� Nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie

� Erzeugung und Vernichtung von Teilchen

� Emission und Absorption von Photonen
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Fock-Darstellung

� Vollst�andiges Orthonormalsystem f��g

�
1P
i=1

ni = N identische Teilchen

� Vektor in Fock-Darstellung jn1; n2; : : : >� jn� >

� Erzeugungsoperator

a
y

i jn1; : : : ; ni�1; ni; ni+1; : : : >
=
p
ni + 1jn1; : : : ; ni�1; ni + 1; ni+1; : : : >

� Vernichtungsoperator

aijn1; : : : ; ni; : : : >

=

�p
nijn1; : : : ; ni � 1; : : : > ; ni 6= 0

0 ; ni = 0

� Vertauschungsrelationen

[a�; a�0] = [a
y

�; a
y

�0
] = 0

[a�; a
y

�0
] = Æ��0
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Feldoperatoren

� Ortsdarstellung

	(~x) =

1X
i=1

ai�i(~x) 	y(~x) =

1X
i=1

a
y

i�
�

i (~x)

� Erzeugungsoperator 	y(~x)

� Vernichtungsoperator 	(~x)

� Umkehrtransformation

ai =
R
V

��

i (~x)	(~x) d3x

a
y

i =
R
V

�i(~x)	
y(~x) d3x

� Vertauschungsrelationen

[	(~x; t);	(~x0; t)] = [	y(~x; t);	y(~x0; t)] = 0

[	(~x; t);	y(~x0; t)] = Æ(~x� ~x0)
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Lagrange Formalismus

� Hamiltonsches Prinzip

Æ
t2R
t1

L[�(~x; t); _�(~x; t)] dt

= Æ
t2R
t1

R
V

L[�(~x; t);�k(~x; t); _�(~x; t)] d
3xdt = 0

� Bezeichnungen _�(~x; t) =
@�(~x;t)

@t
und �k(~x; t) =

@�(~x;t)
@xk

f�ur k = 1; 2; 3.

� Ausf�uhren der Variation ergibt

t2Z
t1

Z
V

�
@L

@�
�

3X
i=1

d

dxk

@L

@�k

� d

dt

@L

@ _�

�
d3xdt Æ� = 0

� Euler-Lagrange-Gleichungen

@L

@�
�

3X
i=1

d

dxk

@L

@�k

� d

dt

@L

@ _�
= 0
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Hamilton Formalismus

� Kanonisch konjugierte Felder

�(~x; t) =
@L

@ _�

� Legendre-Transformation

H(�(~x; t); �(~x; t))

=

Z
V

H[�(~x; t);�k(~x; t); _�(~x; t)] d
3x

=

Z
V

�
�(~x; t) _�(~x; t)� L

�
d3x
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Das Schr�odingerfeld als klassisches Feld

1

� Schr�odingergleichung

i~
@	(~x; t)

@t
= � ~

2

2m
�	(~x; t) + V (~x; t)	(~x; t)

� Lagrangedichte

L = i~	�
@	

@t
� ~

2

2m
~r	�~r	� V (~x; t)	�	

� Unabh�angige Felder 	(~x; t), 	�(~x; t)
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Das Schr�odingerfeld als klassisches Feld

2

� Di�erentiation der Lagrangedichte

�(~x; t) =
@L

@ _	
= i~	�(~x; t) ~�(~x; t) =

@L

@ _	�
� 0

� Hamiltondichte

H = �
@	

@t
� L =

~
2

2m
~r	�~r	+ V (~x; t)	�	

� Hamiltonfunktion

H =

Z
V

Hd3x =

Z
V

	�

�
� ~

2

2m
�+ V (~x; t)

�
	d3x

c
 2000 Christian Buth und Armin Steinkasserer 7



Feldquantisierung: Bosonen 1

� Quantisierung mittels Ersetzung der Felder durch

Feldoperatoren

	�(~x; t) ! 	̂y(~x; t) 	(~x; t)! 	̂(~x; t)

�(~x; t)! �̂(~x; t)

� Hamiltonoperator

H =

Z
V

	y

�
� ~

2

2m
�+ V (~x; t)| {z }

h

�
	d3x

� ~x ist kein Operator!

� Heisenberggleichungen

i~
@	(~x;t)

@t
= [	(~x; t); H]

i~
@�(~x;t)

@t
= [�(~x; t); H]
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Feldquantisierung: Bosonen 2

� Kommutatoren f�ur die Quantisierung eines Boso-

nenfeldes

[	(~x; t);	(~x0; t)] = [	y(~x; t);	y(~x0; t)] = 0

[	(~x; t);	y(~x0; t)] = Æ(~x� ~x0)

� Hamiltonoperator in die Heisenberggleichung einge-

setzt

i~
@	(~x; t)

@t

= [	(~x; t); H]

= [	(~x; t);

Z
V

	y(~x0; t)h(~x0)	(~x0; t) d3x0]

=

Z
V

[	(~x; t);	y(~x0; t)]h(~x0)	(~x0; t) d3x0

= h(~x)	(~x; t)
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Feldquantisierung: Bosonen 3

� Entwicklung nach einem vollst�andigen Orthonormal-

system

	(~x) =
P

i ai�i(~x) 	y(~x) =
P

i ai�
�

i (~x)

ai =
R
V

��

i (~x)	(~x) d3x

a
y

i =
R
V

�i(~x)	
y(~x) d3x

� Vakuumzustand 	(~x)j0 >= 0

� Ortsdarstellung

j~x1; ~x2; :::; ~xn; t >=
1p
n!
	y(~x1; t):::	

y(~xn; t)j0 >

� Projektion auf den Ortsraum

�
(n)

[n1;n2;:::]
(~x1; ~x2; : : : ; ~xn; t)

=< ~x1; ~x2; : : : ; ~xn; tjn1; n2; : : : >
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Feldquantisierung: Bosonen 4

� Vielteilchen Schr�odingergleichung

i~
@

@t
�
(n)

[n1;n2;:::]
(~x1; ~x2; : : : ; ~xn; t)

= i~
@

@t
< ~x1; ~x2; : : : ; ~xn; tjn1; n2; : : : >

= i~
@

@t

1p
n!

< 0j	(~x1; t) : : :	(~xn; t)jn1; : : : >

=
X
i

1p
n!

< 0j	(~x1; t) � � �	(~xi�1; t)

�
�
� ~

2

2m
�i + V (~xi)

�
	(~xi; t)

�	(~xi+1; t) � � �	(~xn; t)jn1; n2; : : : >

=
X
i

��~2
2m

�i + V (~xi)
�
�
(n)

[n1;���]
(~x1; : : : ; ~xn; t)

� Bose-Einstein-Statistik
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Feldquantisierung: Fermionen 1

� Antikommutator

[A;B]+ = AB +BA

� Ersetzung der Kommutatoren durch die Antikom-

mutatoren

[	(~x; t);	(~x0; t)]+ = [	y(~x; t);	y(~x0; t)]+ = 0

[	(~x; t);	y(~x0; t)]+ = Æ(~x � ~x0)

� Quantisierungsbedingungen f�ur die Leiteroperatoren

[a�; a�0]+ = [a
y

�; a
y

�0
]+ = 0

[a�; a
y

�0
]+ = Æ��0

� Beschreibt die Theorie Fermionen?

a
y

ia
y

i j0 >= 0
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Feldquantisierung: Fermionen 2

� Bewegungsgleichung der Operatoren

[	(~x; t);

Z
V

	y(~x0; t)h(~x0)	(~x0; t) d3r]+ = h	(~x; t)

� Der Formalismus ist jetzt vollst�andig entwickelt und

muss nun seine Tragf�ahigkeit anhand konkreter phy-

sikalischer Systeme beweisen.
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