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1 Motivation

1.1 Wohin soll es gehen?

Dieser Vortrag besch�aftigt sich mit der Quantisierung des durch die quantenmechanische

Wellenfunktion gegebenen Feldes. Dieser Vorgang wird auch als zweite Quantisierung

bezeichnet, wobei man unter dem �Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenme-

chanik die erste Quantisierung versteht. Letzterer �Ubergang geschieht durch die Ersetzung

der klassischen Gr�o�en durch Operatoren. Um die Wellenfunktion zu quantisieren wird man

den gleichen Weg beschreiten und sie durch einen Feldoperator ersetzen.

In diesem Vortrag wollen wir die Weiterentwicklung der nichtrelativistischen Quanten-

mechanik zur nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie vollziehen.

1.2 Was leistet die Feldquantisierung

Die Feldquantisierung wird es erm�oglichen Erzeugung und Vernichtung von Teilchen1 zu

beschreiben. Die Emission und Absorption von Photonen stellt die einfachste Anwendung,

dar und liefert den zwingenden Grund f�ur diesen Schritt.

2 Die Fock-Darstellung

Sei ein vollst�andiges Orthonormalsystem f��g von Einteilchenwellenfunktionen gegeben.

Die �� brauchen nicht notwendig Eigenfunktionen eines Einteilchenhamiltonoperators h zu

sein.

F�ur
1P
i=1

ni = N identische Teilchen, wo ni Teilchen durch �i beschrieben werden, wird

durch

jn1; n2; : : : >� jn� > (1)

ein Vektor in der Besetzungszahl oder Fock-Darstellung bezeichnet. Die Vektoren (1)

spannen einen Hilbertraum auf.

Sofort sollen zwei Operatoren eingef�uhrt werden. Der Erzeugungsoperator sei durch

a
y

i jn1; : : : ; ni�1; ni; ni+1; : : : >=
p
ni + 1jn1; : : : ; ni�1; ni + 1; ni+1; : : : > (2)

und der Vernichtungsoperator durch

aijn1; : : : ; ni; : : : >=

�p
nijn1; : : : ; ni�1; ni � 1; ni+1; : : : > ; ni 6= 0

0 ; ni = 0
(3)

gegeben. Diese Operatoren werden auch mit dem Begri� Leiteroperatoren bezeichnet.

Das Prinzip dieser adjungierten Operatoren ist aus der Theorie des quantenharmonischen

Oszillators wohlbekannt. Sie pr�agen dem Hilbertraum in der Fock-Darstellung mittels der

1Der Begri� Teilchen soll hier etwas weiter als �ublich gefa�t sein und Quasiteilchen, wie Phononen mit

einschlie�en.



f�ur sie geltenden Vertauschungsrelationen

[a�; a�0] = [ay�; a
y

�0] = 0

[a�; a
y

�0] = Æ��0

(4)

eine fundamentale Struktur auf, deren Konsequenzen im Rest dieses Vortrages erl�autert

werden.

3 Feldoperatoren

Nun soll die Fock-Darstellung verlassen werden und zur Ortsdarstellung gewechselt wer-

den. Dieser Schritt wird durch die Entwicklungen

	(~x) =

1X
i=1

ai�i(~x) 	y(~x) =

1X
i=1

a
y

i�
�

i (~x) (5)

vollzogen. Wichtig zu bemerken ist, dass es sich bei den ai, a
y

i um Operatoren und bei den �i,

��i um Funktionen handelt. 	y(~x) ist der Erzeugungsoperator eines um ~x lokalisierten

Teilchens, 	(~x) der entsprechende Vernichtungsoperator. Es gelten die Umkehrtrans-

formationen

ai =

Z
V

��

i (~x)	(~x) d
3x a

y

i =

Z
V

�i(~x)	
y(~x) d3x: (6)

Das die Relationen in Gleichung (5) stimmen, soll plausibel gemacht werden. Ein Teilchen

kann durch den Erzeugungsoperator a
y

i im Quantenzustand �i(~x) gescha�en werden. Die

Summe �uber alle m�oglichen Erzeugungszust�ande i mit den OrtskoeÆzienten �i repr�asentiert

die Entwicklung des Feldoperators nach den Zust�anden in der Fock-Darstellung, da um den

Ort ~x nat�urlich Teilchen in allen existierenden Quantenzust�anden erzeugt werden k�onnen.

Es handelt sich bei diesem Basiswechsel um eine unit�are Transformation.

Die Gleichungen (6) k�onnen benutzt werden, um die Vertauschungsrelationen (4) in ihre

Pendants f�ur die Feldoperatoren zu �ubersetzen. Man erh�alt

[	(~x; t);	(~x0; t)] = [	y(~x; t);	y(~x0; t)] = 0

[	(~x; t);	y(~x0; t)] = Æ(~x� ~x0)
: (7)

Dies sind bereits die Quantisierungsbedingungen f�ur Bosonen.

4 Klassische Feldtheorie

Dieser Abschnitt besch�aftigt sich ausschlie�lich mit der klassischen Lagrangeschen und

Hamiltonschen Formulierung der Kontinuumsmechanik.



4.1 Lagrange Formalismus

Wir verwenden das Prinzip der station�aren Wirkung (Hamiltonsches Prinzip), aus

dem die Hamiltonfunktion gewonnen wird, die dann in die Sprache der Quantenmechanik

�ubersetzt werden kann. Es gilt

Æ

t2Z
t1

L[�(~x; t); _�(~x; t)] dt = Æ

t2Z
t1

Z
V

L[�(~x; t);�k(~x; t); _�(~x; t)] d
3xdt = 0; (8)

mit den Bezeichnungen _�(~x; t) =
@�(~x;t)

@t
und �k(~x; t) =

@�(~x;t)

@xk
f�ur k = 1; 2; 3.

F�uhrt man nun die Variation aus, wobei dies in analoger Weise zu den vertrauten diskre-

ten Systemen geschieht, so erh�alt man

t2Z
t1

Z
V

�@L
@�

�
3X

i=1

d

dxk

@L

@�k

� d

dt

@L

@ _�

�
d3xdt Æ� = 0 (9)

wobei

@L

@�
�

3X
i=1

d

dxk

@L

@�k

� d

dt

@L

@ _�
= 0 (10)

folgt. Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen f�ur ein Feld �(~x; t), ausgedr�uckt mit

Hilfe der Lagrangedichte L[�(~x; t);�k(~x; t); _�(~x; t)].

4.2 Hamilton Formalismus

Nun de�nieren wir analog zur Punktmechanik kanonisch konjugierte Felder

�(~x; t) =
@L

@ _�
; (11)

so dass wir �uber die Legendre-Transformation

H(�(~x; t); �(~x; t)) =

Z
V

H[�(~x; t);�k(~x; t); _�(~x; t)] d
3x (12)

=

Z
V

(�(~x; t) _�(~x; t)� L) d3x (13)

zum Hamiltonformalismus �ubergehen k�onnen.

5 Das Schr�odingerfeld als klassisches Feld

Der Ausdruck f�ur die Hamiltonfunktion des vorigen Abschnitts kann nun ben�utzt werden um

die Hamiltonfunktion f�ur das Schr�odingerfeld explizit zu berechnen, denn das Schr�odin-

gerfeld ist ein klassisches Feld!



Zuerst die gewohnte Schr�odingergleichung

i~
@	(~x; t)

@t
= � ~

2

2m
�	(~x; t) + V (~x; t)	(~x; t): (14)

Die Lagrangedichte, die beim Einsetzen in die Lagrangegleichungen auf die Schr�odingerglei-

chung f�uhrt l�a�t sich wie folgt schreiben

L = i~	�
@	

@t
� ~

2

2m
~r	�~r	� V (~x; t)	�	; (15)

wobei 	(~x; t), 	�(~x; t) als unabh�angige Felder zu betrachten sind. Hier steckt keinerlei Tief-

sinnigkeit dahinter, wir fordern von der Lagrangedichte nur, dass sie zu den klassischen

Feldgleichungen f�uhrt.

Die kanonisch konjugierten Felder ergeben sich nach einfacher Di�erentiation der Lagran-

gedichte zu

�(~x; t) =
@L

@ _	
= i~	�(~x; t) ~�(~x; t) =

@L

@ _	�

� 0: (16)

An der letzten Gleichung sieht man, dass das zu 	�(~x; t) kanonisch konjugierte Feld ~�(~x; t)

identisch verschwindet. Daher liegen nur zwei voneinander unabh�angige Felder 	(~x; t) und

�(~x; t) vor.

Setzt man nun diese Ausdr�ucke in die oben gewonnene Gleichung f�ur die Hamiltondichte

ein so erh�alt man

H = �
@	

@t
� L =

~
2

2m
~r	�~r	+ V (~x; t)	�	; (17)

wobei � durch i~	� ersetzt wurde. Die Hamiltonfunktion folgt so zu

H =

Z
V

Hd3x =

Z
V

	�

�
� ~

2

2m
�+ V (~x; t)

�
	d3x: (18)

6 Feldquantisierung

6.1 Bosonen

Die Quantisierung erfolgt nun mittels Ersetzung der Felder durch Feldoperatoren

	�(~x; t)! 	̂y(~x; t) �(~x; t)! �̂(~x; t) 	(~x; t)! 	̂(~x; t): (19)

Im folgenden sollen alle 	 beziehungsweise � Operatoren sein und die Akzentuierung entf�allt.

Der Hamiltonoperator l�a�t sich nun schreiben als

H =

Z
V

	y

�
� ~

2

2m
�+ V (~x; t)

�
	d3x =

Z
V

	yh	d3x (20)

Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass ~x kein Operator ist, sondern lediglich ein Para-

meter, der angibt an welchem Raumpunkt wir den Operator wirken lassen.



Da die Feldoperatoren zeitabh�angig sind ist man o�ensichtlich im Heisenbergbild und

es gelten die bekannten Heisenberggleichungen

i~
@	(~x; t)

@t
= [	(~x; t);H] i~

@�(~x; t)

@t
= [�(~x; t);H]: (21)

Nun sind noch geeignete Vertauschungsrelationen f�ur die Felder vorzuschreiben, die sich auch

aus dem kanonischen Formalismus ableiten lie�en. Dazu m�u�te allerdings die Funktionala-

bleitung eingef�uhrt werden.
�Uber diese lie�en sich dann die Poissonklammern der Felder berechnen und weiter �uber

die Korrespondenzrelationen f�; �g ! 1
i~
[�; �] die Kommutatoren einf�uhren.

Wir verzichten hier aber bewu�t darauf, da es sich nur um die Verwendung von ma-

thematischen Formalismen handelt und au�erdem auf die bereits aus der Fock-Darstellung

hergeleiteten Kommutatoren f�uhrt, womit auch gezeigt werden kann, dass beide Darstellun-

gen �aquivalent sind.

Wie wir schon in Gleichung (7) gesehen haben lauten die Kommutatoren f�ur die Quan-

tisierung eines Bosonenfeldes wie folgt

[	(~x; t);	(~x0; t)] = [	y(~x; t);	y(~x0; t)] = 0

[	(~x; t);	y(~x0; t)] = Æ(~x� ~x0)
: (22)

Nun k�onnen wir auch schon das Schr�odingerfeld quantisieren, dazu setzen wir den Hamil-

tonoperator in die Heisenberggleichung ein und erhalten

i~
@	(~x; t)

@t
= [	(~x; t);H] (23)

= [	(~x; t);

Z
V

	y(~x0; t)h(~x0)	(~x0; t) d3x0] (24)

=

Z
V

[	(~x; t);	y(~x0; t)]h(~x0)	(~x0; t) d3x0 (25)

= h(~x)	(~x; t) (26)

In Analoger Weise f�uhren die selben �Uberlegungen f�ur den Feldoperator 	y zur Schr�odin-

gergleichung in Operatorform.

Nun kann man versuchen die Feldoperatoren genau wie in der Fock-Darstellung nach

einem vollst�andigen Orthonormalsystem zu entwickeln

	(~x; 0) =
X
i

ai�i(~x) 	y(~x; 0) =
X
i

ai�
�

i (~x); (27)

andererseits muss auch gelten

ai =

Z
V

��

i (~x)	(~x; 0) d
3x a

y

i =

Z
V

�i(~x)	
y(~x; 0) d3x: (28)



Das vollst�andigen Orthonormalsystem ist gegeben durch

Z
V

��

i (~x)�j(~x) d
3x = Æij

1X
i=1

�i(~x)�
�

i (~x
0) = Æ(~x� ~x0): (29)

Nun k�onnen wir eine Verbindung zwischen der Darstellung im Fock-Raum und dieser ab-

strakten Darstellung konstruieren.

Da die ai den Operatorcharakter der Feldoperatoren tragen und gezeigt werden kann,

dass diese ai mit den im Fock-Raum de�nierten ai �ubereinstimmen, kann man nun analog

dazu einen Vakuumzustand fordern mit den Eigenschaften

	(~x)j0 >= 0: (30)

Um nun die Verbindung zum Fock-Raum zu demonstrieren geht man in die Ortsdarstel-

lung und de�niert

j~x1; ~x2; :::; ~xn; t >=
1p
n!
	y(~x1; t):::	

y(~xn; t)j0 > (31)

Nun projizieren wir die Zust�ande in der Fock-Darstellung auf den Ortsraum indem wir

de�nieren

�
(n)

[n1;n2;:::]
(~x1; ~x2; : : : ; ~xn; t) =< ~x1; ~x2; : : : ; ~xn; tjn1; n2; : : : > (32)

und damit erhalten

i~
@

@t
�
(n)

[n1;n2;:::]
(~x1; ~x2; : : : ; ~xn; t) (33)

= i~
@

@t
< ~x1; ~x2; : : : ; ~xn; tjn1; n2; : : : > (34)

= i~
@

@t

1p
n!

< 0j	(~x1; t) : : :	(~xn; t)jn1; n2; : : : > (35)

=
X
i

1p
n!

< 0j	(~x1; t) � � �	(~xi�1; t) �
�
� ~

2

2m
�i + V (~xi)

�
(36)

�	(~xi; t)	(~xi+1; t) � � �	(~xn; t)jn1; n2; : : : > (37)

=
X
i

�
� ~

2

2m
�i + V (~xi)

�
�
(n)

[n1 ;n2���]
(~x1; ~x2; : : : ; ~xn; t) (38)

Die konstruierte Wellenfunktion erf�ullt also die Vielteilchen Schr�odingergleichung.

Besonders wichtig ist in diesem Zusammenhang die Symmetrieeigenschaft der Vielteil-

chenwellenfunktion �
(n)

[n1;n2 ;:::]
(~x1; ~x2; : : : ; ~xn; t). An der Konstruktion erkennt man, dass sie

symmetrisch in allen Koordinaten ist, da alle 	y(~xi; t) miteinander vertauschen. Das mit

den Kommutatorrelationen quantisierte Schr�odingerfeld beschreibt also n nicht unterscheid-

bare Teilchen, die der Bose-Einstein-Statistik gen�ugen.



6.2 Fermionen

Fermionen k�onnen nicht durch den im vorigen Abschnitt entwickelten Formalismus beschrie-

ben werden, da dieser mehrere Teilchen im gleichen Quantenzustand zul�a�t.

Wir ben�otigen also eine neue algebraische Struktur, den Antikommutator

[A;B]+ = AB +BA: (39)

Um ein Fermionenfeld zu quantisieren ersetzen wir also die Kommutatoren in (7) durch die

entsprechenden Antikommutatoren und erhalten

[	(~x; t);	(~x0; t)]+ = [	y(~x; t);	y(~x0; t)]+ = 0

[	(~x; t);	y(~x0; t)]+ = Æ(~x� ~x0)
(40)

Die Entwicklung der Feldoperatoren nach der Teilchenzahldarstellung (6) ergibt die �aquiva-

lenten Quantisierungsbedingungen f�ur die Leiteroperatoren

[a�; a�0]+ = [a
y

�; a
y

�0]+ = 0

[a�; a
y

�0]+ = Æ��0

(41)

Ob der so modi�zierte Formalismus physikalisch sinnvoll und fruchtbar ist, muss nun

untersucht werden.

Zuerst soll gepr�uft werden, ob unsere Theorie auch das Verhalten fermionischer Teilchen

richtig wieder gibt. Dies ist genau dann der Fall wenn demPaulischenAusschlie�ungsprinzip

gen�ugt wird.

Ein Zwei-Teilchen-Zustand in der Fock-Darstellung kann �uber a
y

ia
y

jj0 > aufgebaut wer-

den. Es soll nun i = j gelten. Dieser Zustand ist f�ur Fermionen verboten und soll 0 zur Folge

haben. Mit dem zweiten Antikommutator aus (41) sieht man leicht ein, dass dies in der Tat

richtig ist.

Die Bewegungsgleichung der Operatoren lautet

[	(~x; t);

Z
V

	y(~x0; t)h(~x0)	(~x0; t) d3r]+ = h(~x)	(~x; t): (42)

Sie stimmt bemerkenswerterweise, wie bei der Quantisierung des Bosonenfeldes, formal mit

ihrem quantenmechanischen Pendant im Heisenbergbild �uberein.

Der Formalismus ist jetzt vollst�andig entwickelt und muss nun seine Tragf�ahigkeit anhand

konkreter physikalischer Systeme beweisen.
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