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1 Einige Grundbegriffe

1.1 Die Mengenschreibweise

1.1.1 Mengen

»Definition 1.1 (Cantor):* FEine Menge ist eine Zusammenfassung bestimm-
ter wohl unterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens (die
Elemente genannt werden) zu einem Ganzen.

Definition 1.2: M, N Mengen,

N heifit Teilmenge von M: N C M wenn fiir jedes m € N gilt m € M.
N1, No C M heiflen gleich, wenn N1 C Ny und No C Nj.

P(M) :={N | N C M} heifit Potenzmenge von M.

MA\N :=CyN:={m|me&MAm¢ N} heiBt Differenz zwischen M und N oder
Komplement von N in M.

MUN={m|mé& MVmée N} heifit Vereinigung von M und N.
MON={m|méeMAmEe N} heifit Durchschnitt von M und N.

Schreibweise: ) # I Menge, M; Mengen fiir 7 € T
N M; = {m| A m € M;} Durchschnitt der M; fiir ¢ € I.

iel i€l
U M; ={m |\ mé& M;} Vereinigung der M; fiir ¢ € I.
i€l iel

Satz 1.1: A, B,C Mengen. Dann gelten
(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
UBNC)=(AUB)N(AUC)
UB=B <<= ACB < ANnB=A
\(BUC) = (A\B)N(A\C)
\(BﬂC) ((A\B) (AN C)

(b) A
(c) A
(d) A
(e) A
(f) P(AN B) =F(4) N P(B)



Anmerkung 1.1: A und B Mengen, dann gilt die Beziehung P(AUB) = P(A)U
PB(B) nicht.

Definition 1.3: ( # I Menge, ein Mengensystem von Teilmengen M; einer Men-
ge M (fiir ¢ € I) heifit Partition oder (disjunkte) Zerlegung von M <=

(1) A b #0
) U= n
i€l
(3) /\ MiﬂMj =

1.1.2 Relationen

Definition 1.4: M, N Mengen :<—

M x N=A{(m,n) |m e M An &€ N} Paarmenge oder kartesisches Produkt von M
und N.

R C M x M heifit Relation auf M.

R heilt reflexiv <= A (m,m) € R.
meM

R heifit symmetrisch <= ( A (myn)€ R— (n,m) € R).
mneM

R heif3it antisymmetrisch :<:>( A (mn)eRA(n,mER— m=nE¢€ R).
mneM

R heif3t transitiv <= A (,m)eRA(m,n)eER—= (I,n) € R).
ImneM

R heifit konner :<:>( A (myn) € RV (n,m)e€ R).
mneM

R heiBt Aquivalenzrelation <= R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
R heiit Halbordnung :<= R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.
R heiit (totale) Ordnung :<—= R Halbordnung und konnex ist.

Bemerkung 1.1: M Menge, §§ # I Indexmenge, M; fiir i € I Teilmengensystem
von M. Dann sind gleichbedeutend:

(1) {M; | i € I} bilden eine Partition von M.

(2) Durch (m,n) € R wird eine Aquivalenzrelation genau dann, wenn \/ m €

iel
M; An € M; gebildet.

Definition 1.5: M Menge, n € M Element

K, = {m| (m,n) € R} heift Aquivalenzklasse von n beziiglich der Relation R.
m' € K,, heiit Vertreter (Reprdsentant) von K, in M.

{K, | n € M} heiit Quotientenmenge von M beziiglich R.
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1.1.3 Abbildungen

Definition 1.6: M, N Mengen. Ein Graph G ist eine Teilmenge von M x N mit

1 A V(imneG

meM neN
(2) (myn1) € GA(m,yn2) € G= ny =ny

Die zugehorige Abbildung ist

f:fgi M — N
m—=n=: f(m)

fiir (m,n) € G.

F(M) heifit Bild von M, f(M) := {f(m) | m € M} C N heifit Bildmenge von f.
n€ N, M, :={m & M| f(m) = n} heifit Urbildmenge von n (eventuell leer).
m € M, heifit Urbild von n (nicht eindeutig bestimmt!)

Eine Abbildung f heifit surjektiv <= f(M) = N, daB heift A V f(x) =v.
yeEN zeM

Eine Abbildung f heifit injektiv <= (f(m1) = f(m2) = m1 = ma).
Eine Abbildung f heifit bijektiv :<—=> f injektiv und f surjektiv.

Bemerkung 1.2: f: M — M Abbildung. Dann bildet {M,, | n € f(M)} eine
Partition von M.

Definition 1.7: ¢ : L. — M, f : M — N Abbildungen auf Mengen. Dann
heifit fog: L = N, f(g(l)) das Abbildungsprodukt von g und f.

Bemerkung 1.3: Essei f: M — N eine Abbildung. Dann gilt:
(a) fist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung ¢ : N — M mit gof = idps
gibt. (g heifit dann linksinvers zu f)
(b) fist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M mit fog = idnx
gibt. (g heift dann rechtsinvers zu f)
(c) fist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung ¢ : N — M mit gof = idpys
und fog =idy gibt. (g heifit dann invers zu f)

Bemerkung 1.4: Das Abbildungsprodukt ist assoziativ, dafl heifit fiir die Abbil-
dungen f:A—> B, g:B—>C,h:C > Dgiltho(gof)=(hog)of.

A== D

gX

B — C
Die Schreibweise h o g o f ist moglich.

Bemerkung 1.5: ¢: L —- M, f: M — N Abbildungen. Dann gelten:
(a) fog surjektiv = f surjektiv
(b) fog injektiv = g injektiv
(c) fog bijektiv = f surjektiv und g¢ injektiv



Satz 1.2: Eine Abbildung f : M — N 148t sich zerlegen in eine surjektive Ab-
bildung s : M — M :={M, | n € f(M)}, m — My (M Urbildmenge), gefolgt
von einer bijektiven Abbildung f : M — f(M), M, — n und einer injektiven
Abbildung ¢ : f(M) - N, n—m (f(M) C N).

M- N
SLL Tl
M — f(M)

1.2 Natturliche Zahlen, die Peano-Axiome

1.2.1 Die natiirlichen Zahlen

Definition 1.8: Ein Tripel N = (N,0,s) bestehend aus einer Menge N heifit
System natiirlicher Zahlen, wenn gelten:
(N1) 0 e N
(N2) s: N = N ist eine injektive Abbildung mit 0 ¢ s(N)
(N3) Besitzt eine Teilmenge M C N die beiden Eigenschaften

(i) 0eM

(i) (M) C M)

soist M = N,

Satz 1.3: N = (N,0,s), N= (N, 0, §) zwei Systeme natiirlicher Zahlen. Dann gibt
es eine bijektive Abbildung f: N = N mit f(0) =0 und §o f = fos.

N N

f% If

N — N

1.2.2 Das Prinzip der vollstindigen Induktion
Bemerkung 1.6: (N, 0, s) System natiirlicher Zahlen, &(n) sei Eigenschaft von n

(Aussage fiir n). Gilt ¢(0) A (E(n) = €¢(s(n)) = é\N E(n).

Schreibweise: (ungenau) N = (N,0,s) ,Menge der natiirlichen Zahlen mit An-
fangselement 0 und Nachfolgeabbildung s

Bemerkung 1.7: (N, 0, s) System von natiirlichen Zahlen. Dann gilt A s(n) #
neN
n.

Definition 1.9: N = (N, 0, s) System natiirlicher Zahlen. A C NN Teilmenge heifit
Anfangsstick (Abschnitt) von N <= (s(n) € A = n € A) beziehungsweise (n ¢
A= s(n) ¢ A).
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Bemerkung 1.8: N = (N, 0, s) System natiirlicher Zahlen.

(a) A C N Anfangsstick, AZ0— 0€ A

(b) A V A Anfangsstiick mit n € A und s(n) ¢ A
neN A
(¢) An ={1;...;n} Anfangsstiick, A;,) = A, Us(n)

1.2.3 Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen

Satz 1.4: Es sei N = (N,0,s) ein System natiirlicher Zahlen. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Abbildung

fiNxN->N
(m,n) = f(m,n) =:m+n
mit den Eigenschaften
(Al) A f(m,0)=m+0=m
N

(A2) :Z\ENf(m, s(n)) = s(f(m,n)) = m+ s(n) = s(m+n)

Definition 1.10: Die Abbildung f in Satz 1.4 heifit Addition auf N, s(0) =: 1.






2 Vektorraume

2.1 Einfiihrung in die Vektorraume

2.1.1 Definition eines Vektorraums

Definition 2.1: Es sei K = (K +, ) ein Korper. Ein Tripel (V,+,) bestehend
aus einer Menge V', der sogenannten Addition

VxV-oV (vwy—sv+w

beziiglich der V' eine kommutative Gruppe bildet und der sogenannten skalaren
Multiplikation
KxV =V (a,v)pa-v

die folgenden Regeln erfiillt

(SM1) a-(v4+w)=a-v+a-w

(SM2) (a+b) - v=a-v+b-v

(SM3) (a-b)-v=a-(b-v)

(SM4) 1-v=vw

heifit ein Vektorraum (linearer Raum) tiber K.

Beispiel 2.1:

(1) 0 =(0,+, ) ist ein Vektorraum iiber K und heifit Nullraum.

(2) K Korper, (K, +, ) ist ein Vektorraum bezliglich der Addition und Multipli-
kation in K.

(3) C Korper der komplexen Zahlen. C =R x R wird ein Vektorraum mit

+:CxC—=C

((2,0), (y,w) = (2, 0) + (y,0) = (2 gy, utv) = (@ +y) +i(u+v)
T RxC—=C

(a,(x,9)) = a-(v,y) :=(a,0) - (z,y) = (a-w,a-y)=a - x+i-a-y

T



Satz 2.1: M sei eine Menge, K ein Kérper. Dann bildet die Menge Abb(M,K) =:
KM der Abbildungen f : M — K von M in K mit der Addition

+ KM x KM S KM (flg)—= f+yg

mit A (f+9)(x) = f(2) + g(#) und der skalaren Multiplikation
zeEM K

CEKxEM KM (o, f)—a- f

mit A (a- f)(x) =a - f(z) einen Vektorraum iiber K.
zeM K

Beispiel 2.2:
(1) M ={1;...;n}, KM = K{Lin} = K heifit Standardvektorraum iiber K.
f € K" ist gegeben durch (f(l),f(?), : ,f(n)) = (fi,fa, .-, fn)
Ad-d-lﬁf—i_g: (fla"'afn)+(g1a"'agn) = (fl +g1aafn+gn)
Skalare Multiplikation: a - f =a - (f1,...,fn) = (a- f1,...,a" fn)
)i

(2) M = N, K heifit Vektorraum der Folgen iiber K. f € K ist gegeben als
(f(O), f(),.. ) =: (fo, f1,...) = (fi)ien Folge. Addition und skalare Multi-

plikation wie in Beispiel 1.

Schreibweise: a € K Skalar, v, w € V Vektoren.

Vektordifferenz: v—w := v4(—w). ,Skalare Division®: = := %v. Neutrales Element
beziiglich 4+ in V: 0 - v = 0, (Nullvektor). Inverses Element zu a - v bezliglich +
mnV:—a-wv.

2.1.2 Untervektorraume

Definition 2.2: Es sei (V, 4+, ) ein Vektorraum iiber einem Korper K, W sei eine
Teilmenge von V. Wenn W mit —|—|W (eingeschrinkt auf) und ~|W einen Vektorraum

tiber K bildet, so heifit W Unter(vektor jraum ( Teilraum) von V. In Zeichen W < V.
(V) :={W | W CV AW Unterraum von V'} heiflt Menge der Teilrdume von V.

Bemerkung 2.1 (Unterraumkriterium): (V,+,-) sei Vektorraum iiber einem
Koérper K. Dann gilt fir W C V:

W<V e N Nv+tweWhravew
v,weW acK

Bemerkung 2.2: (V) ist durch ,,<“ halbgeordnet.
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2.1.3 Durchschnitte und Summen von Untervektorraumen

Bemerkung 2.3: V' Vektorraum iiber dem Kérper K, W; <V firie [ # ) =
W= | W; <V (Schnittraum).
i€l

Definition 2.3: K Koérper, V K-Vektorraum, S C V' Teilmenge (Vektoren)

<S>:= (] W heifit der von S aufgespannte (erzeugte) Vektorraum. Oder: <S>
SCW<V

ist die lineare Hiille (das Erzeugnis) von S.

Seien W; < V fiiri € I £ 0,5 = |J Wi, dann heifit <S> ::Z/ W; Summe der W;!
i€l i€l
(Summenraum).

Bemerkung 2.4: K Korper, V K-Vektorraum. Dann gelten:

(a) S CV Teilmenge — <S>:{Zaivi nEN/\aiEK/\vZ'ES}
i=0

(b) Selen W; <V, i€l # )= ZVVZ:{Z wj | J C I endlich /\ijWj}
i€l jed
Bezeichnung: w= 3" =" w;
jes ier

Definition 2.4: K Korper, V K-Vektorraum, W; < V fiiri € I # §, W < V heifit
direkte Summe der W;, in Zeichen W = € W;, falls

el
(W= W
el
@) Awin( 3 w;)=0
iel iZjel
gilt.

Satz 2.2: K Korper, V K-Vektorraum, W; <V firi € I £ 0, W = > W;. Dann
i€l
gilt:

W=@w = AA Y e w

i€l weW iel w;eW,; i€l

2.1.4 Komplement eines Unterraums

Definition 2.5: K Korper, V' K-Vektorraum, W < V' Unterraum. X < V' heifit
Komplement zu W, falls V =W ¢ X ist.

Beispiel 2.3: V=W, = X = @ W, ist ein Komplement zu W;.
il i#jel

I Die gestrichene Summe steht immer fiir eine endliche Summe. Das gleiche gilt fiir Produkte.
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Definition 2.6: Eine halbgeordnete Menge (M, <) heifit induktiv geordnet, falls
es zu jeder totalgeordneten Teilmenge N C M (geordnet durch ,<“) (N ,Kette®)

ein m € M gibt mit A n <m.
neN

Ein Element m € M heifit maxzimal, falls

A m<m' = m' =m.
m'eM

Beispiel 2.4:  V ein K Vektorraum, 7(V') halbgeordnet mit ,<“. Sei {W; | i € T}
eine Kette. W= |J W;. W e (V) und A W; <W. (V) ist induktiv geordnet.

i€l

Lemma 2.1 (Zorn): Jede induktiv geordnete Menge M # @ bestitzt ein maxi-
males Element. (dquivalent zum Auswahlaxiom der Mengenlehre)

Satz 2.3: K Korper, V K-Vektorraum, W < V. Dann existiert nach der Mengen-

lehre X <V mit V=Wao X.

Satz 2.4: M enthilt ein maximales Element X. X <V, X NW = 0.

Mengen
M Menge
N C M Teilmenge

(| N; Durchschnitt

i€l

J N; Vereinigung

i€l

U N; disjunkte Vereinigung
i€l

N C M N\ M Komplement

2.2 Lineare Abbildungen

Vektorraume
V Vektorraum
W <V Unterraum

(| W; Durchschnitt

i€l

>~ Wi Summe

i€l

P W; direkte Summe

i€l

W<V= \V V=WaoX
X<V

Komplement

2.2.1 Definition und einfache Eigenschaften linearer Abbildungen

Definition 2.7: K Kérper, V, W K-Vektorrdume, ¢ : V — W heifit lineare Abbil-

dung (Homomorphismus) :<—=

A N\ ovtw) =) + s(w) Adla-v) =a - o(v) (= 9(0y) =0u)

v,weV acK

Kern(¢) := _qul({O}) ={v eV | ¢(v) =0} heifit Kern von ¢.
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injektive
Bild(¢) := ¢(V) heifit Bild von ¢. Eine {surjektive lineare Abbildung ¢ : V — W
bijektive

Epimorphismus

Isomorphismus
Eine lineare Abbildung ¢ : V — V heifit Endomorphismus, wenn sie bijektiv ist
Automorphismus.

Monomorphismus
heifit {

¢ : V — W Isomorphismus, dann schreibt man V 2 W (isomorph).

Bemerkung 2.5: K Kérper, V, W K-Vektorrdume, ¢ : V — W lineare Abbildung.
Dann gelten:
() Bild(¢) < W
(b) Kern(¢) <V
Bemerkung 2.6: K Kérper, V, W K-Vektorrdume, ¢ : V — W lineare Abbildung.
Dann gelten:
(a) ¢ surjektiv <= Bild(¢) =W
(b) ¢ injektiv <= Kern(¢) =0
(c) ¢ bijektiv <= Bild(¢) = W AKern(¢) =0

Bemerkung 2.7: K Korper, V, W, X K-Vektorrdume, ¢ : V — W,
Y : W — X lineare Abbildungen. Dann gelten:

(a) Das Abbildungsprodukt ¢ o ¢y : V' — X ist eine lineare Abbildung.
(b) ¢ Isomorphismus = Die Umkehrabbildung ¢=! : W — V ist eine lineare
Abbildung (sogar Isomorphismus).

2.2.2 Kongruenzrelationen und Faktorraume

Definition 2.8: V sei Vektorraum iiber dem Koérper K. Eine Aquivalenzrelati-

on ,=“ auf V heiflt eine Kongruenzrelation

= /\ /\ v=v A= = v+w=v +u
v w'eV w,w'eWw

/\ /\va’:> a-v=a-v

v, w'€V a€R

Bemerkung 2.8: V sei ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Dann gelten:

(a) = Kongruenzrelation auf V—= W ={v € V | v = 0} < V und es gilt
v=w = v—-—weW.

(b) W <V Unterraum. Dann definiert v = w <= v — w € W eine Kongruenz-
relation mit W= {v e V |v = 0}.

Schreibweise: ,=“ heifit Kongruenzrelation modulo W:v=w (mod W).
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Bemerkung 2.9: K Kérper, V' K-Vektorraum, W <V, = sei Kongruenzrelation
modulo W — Die Quotientenmenge V' = V/= mit den Abbildungen

+: VXV 2V, (,0)=o+wi=v+w
K xV =V, (e,0)—a-v:=a

wird ein Vektorraum iiber K.

Definition 2.9: Der Vektorraum V/= heifit Faktorraum oder Quotientenraum

von V nach W. Schreibweise: V/w .

2.2.3 Der Homomorphiesatz

Satz 2.5: K Korper, V, W K-Vektorrdume, ¢ : V — W lineare Abbildung. Dann
gilt: V/kern(g) = Bild(¢).

Korollar 2.1: K Kérper, V. W K-Vektorrdume. Der Homomorphismus ¢ : V' —
W 148t sich in einen Epimorphismus
k:V =V, v v =v+Kemn(e)

gefolgt von einem Isomorphismus

o V/kern(e) = ¢(V), v=v+Kern(¢) = ¢(v)

und einem Monomorphismus
t:o(V)y =W, wew

zerlegen.
[
K\l/ TL
V/Kern(¢) 7) ¢(V)

2.2.4 Der Vektorraum der Homomorphismen

Definition 2.10: K Koérper, V, W K-Vektorrdume.

Hom(V,W) = {¢ | ¢ : V — W lineare Abbildung} heifit Menge der linearen
Abbildungen (Homomorphismen) von V nach W.

End(V) := Hom(V, V) heifit Menge der linearen Selbstabbildungen (Endomorphis-
men) von V.

Aut(V) = {¢ € End(V) | ¢ Isomorphismus} ist die Menge der bijektiven Selbstab-
bildungen.

GL(V) := Aut(V) heifit allgemeine lineare Gruppe.

Definition 2.11: K Kérper, (V, 4+, o) K-Vektorraum heift eine K-Algebra, wenn
es zusitzlich eine Abbildung

0:VxV oV (vyw)—vouw,
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genannt Produkt, gibt derart, daf (V,+, o) einen Ring bildet und gilt

/\ /\ a-(vow)

v, weV aeK

(Schreibweise: haufig ,,-« statt ,0“.)

=(a-v)ow

Bemerkung 2.10: K Koérper, V, W K-Vektorrdume. Dann gelten:
(a) Hom(V, W) mit , punktweise erklarter” Addition und skalarer Multiplikation,

daf3 heifit

+ : Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V, W), (¢,%) — ¢ + 1

mit A (¢ + ¥)(v) := ¢(v) + ¥(v) und

veEV

K x Hom(V, W) = Hom(V, W), (a,¢)—a-¢

mit A (a-@)(v) :=a- ¢(v) bildet einen K-Vektorraum.

veEV

(b) End(V) bildet mit dem Abbildungsprodukt ,,0“ eine K-Algebra.
(¢) GL(V) bildet eine Gruppe: Die allgemeine lineare Gruppe (General linear

group).

Beispiel 2.5: GL(IF2): F2 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} = GL(F2) = S5 nicht

kommutativl = End(V) ist im allgemeinen nicht kommutativ!

Mengen
[+ M — N Abbildung
f bijektive Abbildung
Abb(M,N) = NM
Abb(M, M) = MM
Menge der Bijektionen auf M: Sy
~ Aquivalenzrelation
M = M/. Quotientenmenge

2.3 Basis und Dimension

Vektorraume
¢ : V — W lineare Abbildung
¢ Isomorphismus
Hom(V, W)
Hom(V, V) = End(V, W)
GL(V)
= Kongruenzrelation (modulo W)

V/= = V/w Faktorraum
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2.3.1 Basis endlich erzeugter Vektorraum

Definition 2.12: K Koérper, V' K-Vektorraum

{v1,...,v,} CV Teilmenge, so heifit v € V' Linearkombination der vy, ..., v,, falls

es A1, ..., Ay € K gibt, so dal v = Ajv1 + ... 4+ Apv,. Man sagt auch v 148t sich aus

den vy, ..., v, linear kombinieren.

S C V heiBt linear unabhingig (frei) <= A A Y ayv=0= A a, =07

vES a,€eKveS vES

S C V heifit linear abhdngig (unfrei) <= S ist nicht linear unabhéngig, daf} heifit
Z/ ayv =10

0#£a,€eKveES

S C V Teilmenge heifit Erzeugendensystem von V <=V = <S>, dafl heifit V wird

durch S aufgespannt.

V heiit endlich erzeugt <=V besitzt ein endliches Erzeugendensystem.
S C V heifit Basis von V. <= S ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem.

Definition 2.13: K Korper, V' K-Vektorraum, S C V endliche Teilmenge

S ist ein minumales Erzeugendensystem <= S ist ein Erzeugendensystem und

A S\ {t} ist kein Erzeugendensystem.
tes

S st ein mazximales linear unabhingiges System <= S ist linear unabhéngig und
A S U {t} ist linear abhingig.

tev

Ein v € V besitzt iiber S eine eindeutige Darstellung als Linearkombination :<—=-

A \1/ U= asS.

seSa ek SES

Satz 2.6 (Charakterisierungssatz einer Basis): K Korper, V K-Vektorraum,
S C V endliche Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(a) S ist eine Basis

(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem

(c) S ist ein maximales linear unabhéngiges System

(d) Jedes v € V besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination iiber S

Korollar 2.2: Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Anmerkung 2.1:  Satz 2.6 bleibt richtig fiir nicht endlich erzeugte Vektorrdume,
falls man 3 durch 3" ersetat.

2.3.2 Dimension endlich erzeugter Vektorraume

Satz 2.7 (Basiserginzungssatz): K Korper, V endlich erzeugter K-Vektor-
raum, 7" C V endliche linear unabhéngige Teilmenge, S C V endliches Erzeugen-

densystem, dann \/ B := T UU ist Basis von V.
UCs

2 Bei Linearkombinationen sind, bis auf endlich viele Ausnahmen, alle Summanden Null.
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Satz 2.8: K Korper, V endlich erzeugter K-Vektorraum, 7" C V' endliche linear
unabhéngige Teilmenge, S C V endliches Erzeugendensystem — #T < #5.

Korollar 2.3: K Koérper, V endlich erzeugter K-Vektorraum — Alle Basen
von V haben die gleiche Lange (Zahl der Elemente).

Definition 2.14: K Korper, V' endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann heifit die
Lange (Elementanzahl) einer (jeden) Basis von V' die Dimension von V: dimg (V) =

dimV.

Beispiel 2.6: Fiir den Standardvektorraum gilt V = K — dimV = n. Auf
endlichen Korpern ist die Zahl der Vektoren des Standardvektorraums V' = K" und
#K =qeN— #V =4¢".

2.3.3 Der Isomorphiesatz

Satz 2.9: K Korper, V, W endlich erzeugte K-Vektorrdume, dimV =n € N, § =

{s1,...,8,} Basis von V, T = {ty,...,1,} C W. Dann \1/ A o(si) = 1.
¢€Hom(V, W) i=1
Dabei gelten:

(a) ¢ surjektiv <= T Erzeugendensystem von W
(b) ¢ injektiv <= T C W linear unabhangig
(c) ¢ bijektiv <= T Basis

Satz 2.10 (Isomorphiesatz): K Korper, V, W endlich erzeugte K-Vektorraume.

Dann gilt:
VW — dimV =dimW.

Anmerkung 2.2: V nicht endlich erzeugt: dimV = oo (Dimension unendlich).

Dann gilt der Isomorphiesatz nicht, daf§ heiit dimV = co = dimW= V = W.

Satz 2.11: K Korper, V endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gelten:
(a) dim(Wy + Ws) = dim Wy + dim Wy — dim(W; N Wa)

Korollar 2.4: K Korper, V endlich erzeugter K-Vektorraum, W; < V Unterrdume
firie{l,...,n} =
dim<@ m) = dimW;.
i=1 i=1

Satz 2.12: K Kérper, V endlich erzeugter K-Vektorraum, W < V Unterraum —
dimV/w =dimV — dimW.
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Korollar 2.5: K Korper, V. W endlich erzeugte K-Vektorrdume, ¢ : V. — W li-
neare Abbildung —

(a) dim(¢(V)) = dim V — dim(Kern(¢))
(b) dimV = dim W, dann gilt ¢ surjektiv <= ¢ injektiv

Definition 2.15: K Kéorper, V,W endlich erzeugte K-Vektorrdume, ¢ : V —
W lineare Abbildung

dim(¢(V)) heifit Rang von ¢: Rang(¢).
dim(Kern(¢)) heifit Defekt von ¢: Def(¢).

2.3.4 Der allgemeine Basissatz

Bemerkung 2.11: K Korper, V endlich erzeugter K-Vektorraum, S C V Teil-
menge. Dann gilt: S' linear unabhingig <=

( /\ #T (T endlich) = T linear unabhéingig).
TCS

Satz 2.13: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beispiel 2.7: R ist ein Q-Vektorraum. Also besitzt R eine Basis iiber Q!

2.4 Koordinatendarstellung

2.4.1 Koordinaten und Basiswechsel

Definition 2.16: K Korper, V' endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis S =
n

{s1,...,8,}, v €V ein Vektor = \1/ v= a;s;
ai,...,ap €K i=1
ai,...,an heiffen Koordinaten von v beziiglich der geordneten Basis S.
ax
vg:= | * | e KX (=2 K") heilt Koordinatenvektor von v beziiglich S.
Qn
ay
v 1V = KXy vg = - | heiit Koordinatendarstellung von V' beziiglich
an

geordneter Basis S.
Anmerkung 2.3: g ist [somorphismus.
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Bemerkung 2.12: K Koérper, V endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimensi-
on n € N mit Basen S ={s1,...,s,} und T'={ty,...,t,}. Dann gilt:

n n n
(@) AV sj=> cy-tin V tj=>3 ci s
T e J . i
1= —

j=lec;;€K CI”EK )
U1 Ull
. n n
(b) v € Vmitys(v) = vs = ,yr(v) = vp = = Avi=> cjv;
| i=1 =1
Un Un
n
und v; = > c;»j . v}
j=1
n n
(¢) D2 cij iy =6ik = ) cij ik 1< k<n
j=1 j=1
€11 -+ Cin
Definition 2.17: = (¢ij)ijef1,...n} = (¢ij) = Cr s heiBit Ba-
Cnl o Cnn

siswechselmatriz von S nach T

ey

Kmxn = gm " K Vektorraum.
A = (aij), B = (bjr) =

KIXm x KmXn o KIXn (A B)+— A- B = (Z Qgj - bjk) heif3t Matrizen-
Ny

j=1
produkt von A und B.

Schreibweise: In Bemerkung 2.12 Teil (b) vy = er s - vs Avs = Csp - vp mit
CS,T = (C;]) In Teil (C) CTyg . CS,T = ((5”) = CS,T ~CT75, dafl heif3t CS,T = CT_,%S“
(beziiglich dem Matrizenprodukt)

2.4.2 Die Matrix einer linearen Abbildung
Definition 2.18: K Korper, V,W K-Vektorrdume der Dimensionen m bezie-

hungsweise n, S = {s1,...,sm} Basis von V, T = {t1,...,t,} Basis von W,
¢ : V — W lineare Abbildung.

ey

i=1

heifit Darstellungsmatriz von ¢ beziiglich Basen S und T

Drs : Hom(V,W) — K**™, ¢ — Dr s(¢) heifit Darstellung von Hom(V, W)
beziiglich S und 7.

Anmerkung 2.4: Cr s = Dr s(idyv)

17



Satz 2.14: K Korper, V, W K-Vektorrdume der Dimensionen m beziehungswei-
sen, S={s1,...,8n} Basis von V, T = {ty,...,t,} Basis von W, ¢ : V — W li-
neare Abbildung —

Dy s : Hom(V, W) — K"*™ ¢ — Dr s()
ist ein Isomorphismus.

Korollar 2.6:  Unter Voraussetzung von Satz 2.14 gilt dim (Hom(V, W)) = dim V-
dim W.

Bemerkung 2.13: K Korper, V, W K-Vektorrdume der Dimensionen m bezie-
hungsweise n, S = {s1,...,sm} Basis von V, T = {t1,...,1,} Basis von W,

U1
¢ .V — W lineare Abbildung, v € V, v = " v;-s;, vs := L e(v) = 30wt
i=1 o i=1
wq
wp = ((b(v))T = - |. Dann gilt:
Wnp

/\ w; = Z dij - vj beziehungsweise wr = Drp 5(¢) - vs.
i=1

j=1

2.4.3 Das Matrizenprodukt

Satz 2.15: K Korper, V, W, X endlich dimensionale K-Vektorrdaume mit Basen 5,
T,und U, ¢ € Hom(V, W), ¥ € Hom(W, X) lineare Abbildungen = Dy s(¢o¢) =
Dur(¥) - Dr s(¢).

Korollar 2.7: K Korper, V, W endlich dimensionale K-Vektorraume, S, S Basen
von V, T,T Basen von W, ¢ € Hom(V, W) lineare Abbildung = Dj s(¢) =

. JRRNNS- . — 1
CT,T . DT,S ~0575 mit CT,T = CT,T'

Satz 2.16: K Korper. Dann gelten:

(a) Der K-Vektorraum K"*" der n x n Matrizen bildet, beziiglich dem Matri-
zenprodukt, eine K-Algebra.

(b) Die Menge der invertierbaren n x n Matrizen bildet, beziiglich dem Matri-
zenprodukt, eine Gruppe GL, (K).

2.4.4 Rang und Ahnlichkeit von Matrizen

Definition 2.19: K Korper

A, B € K"*" dann heifit A dquivalent zu B (A ~ B) <= V V A=
CEGL, (K) TEGL, (K)
C-B-T.
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A, B € K"X" dann heiit A dhnlichzu B (A~ B) <—= \J A=C"'.B.C.
CEGL,(K)

Anmerkung 2.5: Ahnlichkeit und Aquivalenz von Matrizen sind Aquivalenzre-
lationen.
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