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1 Einige Grundbegri�e

1.1 Die Mengenschreibweise

1.1.1 Mengen

"
De�nition 1.1 (Cantor):\ Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimm-

ter wohl unterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens (die

Elemente genannt werden) zu einem Ganzen.

De�nition 1.2: M;N Mengen,

N hei�t Teilmenge von M : N �M wenn f�ur jedes m 2 N gilt m 2M .

N1; N2 �M hei�en gleich, wenn N1 � N2 und N2 � N1.

P(M ) := fN j N �Mg hei�t Potenzmenge von M .

M nN := {MN := fm j m 2M ^m =2 Ng hei�t Di�erenz zwischen M und N oder

Komplement von N in M .

M [N = fm j m 2M _m 2 Ng hei�t Vereinigung von M und N .

M \N = fm j m 2M ^m 2 Ng hei�t Durchschnitt von M und N .

Schreibweise: ; 6= I Menge, Mi Mengen f�ur i 2 IT
i2I

Mi = fm j
V
i2I

m 2Mig Durchschnitt der Mi f�ur i 2 I.S
i2I

Mi = fm j
W
i2I

m 2Mig Vereinigung der Mi f�ur i 2 I.

Satz 1.1: A;B;C Mengen. Dann gelten

(a) A \ (B [C) = (A \B) [ (A \C)

(b) A [ (B \C) = (A [B) \ (A [C)

(c) A [B = B () A � B () A \B = A

(d) A n (B [C) = (A nB) \ (A nC)

(e) A n (B \C) = (A nB) [ (A nC)

(f) P(A \B) = P(A) \P(B)
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Anmerkung 1.1: A und B Mengen, dann gilt die Beziehung P(A[B) = P(A)[

P(B) nicht.

De�nition 1.3: ; 6= I Menge, ein Mengensystem von TeilmengenMi einer Men-

ge M (f�ur i 2 I) hei�t Partition oder (disjunkte) Zerlegung von M :()

(1)
V
i2I

Mi 6= ;

(2)
S
i2I

Mi =M

(3)
V

i;j2I

i6=j

Mi \Mj = ;

1.1.2 Relationen

De�nition 1.4: M;N Mengen :()

M � N = f(m;n) j m 2M ^ n 2 Ng Paarmenge oder kartesisches Produkt von M

und N .

R �M �M hei�t Relation auf M .

R hei�t re
exiv :()
V

m2M

(m;m) 2 R.

R hei�t symmetrisch :()
� V
m;n2M

(m;n) 2 R =) (n;m) 2 R
�
.

R hei�t antisymmetrisch :()
� V
m;n2M

(m;n) 2 R ^ (n;m) 2 R =) m = n 2 R
�
.

R hei�t transitiv :()
� V
l;m;n2M

(l;m) 2 R ^ (m;n) 2 R =) (l; n) 2 R
�
.

R hei�t konnex :()
� V
m;n2M

(m;n) 2 R _ (n;m) 2 R
�
.

R hei�t �Aquivalenzrelation :() R re
exiv, transitiv und symmetrisch ist.

R hei�t Halbordnung :() R re
exiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

R hei�t (totale) Ordnung :() R Halbordnung und konnex ist.

Bemerkung 1.1: M Menge, ; 6= I Indexmenge, Mi f�ur i 2 I Teilmengensystem

von M . Dann sind gleichbedeutend:

(1) fMi j i 2 Ig bilden eine Partition von M .

(2) Durch (m;n) 2 R wird eine �Aquivalenzrelation genau dann, wenn
W
i2I

m 2

Mi ^ n 2Mi gebildet.

De�nition 1.5: M Menge, n 2M Element

Kn = fm j (m;n) 2 Rg hei�t �Aquivalenzklasse von n bez�uglich der Relation R.

m0 2 Kn hei�t Vertreter (Repr�asentant) von Kn in M .

fKn j n 2Mg hei�t Quotientenmenge von M bez�uglich R.
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1.1.3 Abbildungen

De�nition 1.6: M;N Mengen. Ein Graph G ist eine Teilmenge von M �N mit

(1)
V

m2M

W
n2N

(m;n) 2 G

(2) (m;n1) 2 G ^ (m;n2) 2 G =) n1 = n2

Die zugeh�orige Abbildung ist

f = fG : M ! N
m 7! n =: f(m)

f�ur (m;n) 2 G.

f(M ) hei�t Bild von M , f(M ) := ff(m) j m 2Mg � N hei�t Bildmenge von f .

n 2 N , Mn := fm 2M j f(m) = ng hei�t Urbildmenge von n (eventuell leer).

m 2Mn hei�t Urbild von n (nicht eindeutig bestimmt!)

Eine Abbildung f hei�t surjektiv :() f(M ) = N , da� hei�t
V
y2N

W
x2M

f(x) = y.

Eine Abbildung f hei�t injektiv :() (f(m1) = f(m2) =) m1 = m2).

Eine Abbildung f hei�t bijektiv :() f injektiv und f surjektiv.

Bemerkung 1.2: f : M ! M Abbildung. Dann bildet fMn j n 2 f(M )g eine

Partition von M .

De�nition 1.7: g : L ! M , f : M ! N Abbildungen auf Mengen. Dann

hei�t f Æ g : L! N , l 7! f(g(l)) das Abbildungsprodukt von g und f .

Bemerkung 1.3: Es sei f :M ! N eine Abbildung. Dann gilt:

(a) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : N !M mit gÆf = idM
gibt. (g hei�t dann linksinvers zu f)

(b) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : N !M mit fÆg = idN
gibt. (g hei�t dann rechtsinvers zu f)

(c) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : N !M mit gÆf = idM
und f Æ g = idN gibt. (g hei�t dann invers zu f)

Bemerkung 1.4: Das Abbildungsprodukt ist assoziativ, da� hei�t f�ur die Abbil-

dungen f : A! B, g : B ! C, h : C ! D gilt h Æ (g Æ f) = (h Æ g) Æ f .

A
hÆgÆf

�! D
f# &% h"

B �!
g

C

Die Schreibweise h Æ g Æ f ist m�oglich.

Bemerkung 1.5: g : L!M , f :M ! N Abbildungen. Dann gelten:

(a) f Æ g surjektiv =) f surjektiv

(b) f Æ g injektiv =) g injektiv

(c) f Æ g bijektiv =) f surjektiv und g injektiv
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Satz 1.2: Eine Abbildung f : M ! N l�a�t sich zerlegen in eine surjektive Ab-

bildung s : M ! �M := fMn j n 2 f(M )g, m 7! Mf(m) ( �M Urbildmenge), gefolgt

von einer bijektiven Abbildung �f : �M ! f(M ), Mn 7! n und einer injektiven

Abbildung i : f(M )! N , n 7! m (f(M ) � N ).

M
f

�! N
s# i"
�M �!

�f

f(M )

1.2 Nat�urliche Zahlen, die Peano-Axiome

1.2.1 Die nat�urlichen Zahlen

De�nition 1.8: Ein Tripel N = (N; 0; s) bestehend aus einer Menge N hei�t

System nat�urlicher Zahlen, wenn gelten:

(N1) 0 2 N

(N2) s : N ! N ist eine injektive Abbildung mit 0 =2 s(N )

(N3) Besitzt eine TeilmengeM � N die beiden Eigenschaften

(i) 0 2M

(ii) s(M ) �M )

so ist M = N ,

Satz 1.3: N = (N; 0; s), ~N= ( ~N; ~0; ~s) zwei Systeme nat�urlicher Zahlen. Dann gibt

es eine bijektive Abbildung f : N ! ~N mit f(0) = ~0 und ~s Æ f = f Æ s.

N
s

�! N
f# f"
~N �!

~s

~N

1.2.2 Das Prinzip der vollst�andigen Induktion

Bemerkung 1.6: (N; 0; s) System nat�urlicher Zahlen, E(n) sei Eigenschaft von n

(Aussage f�ur n). Gilt E(0) ^ (E(n) =) E(s(n)) =)
V
n2N

E(n).

Schreibweise: (ungenau) N = (N; 0; s)
"
Menge der nat�urlichen Zahlen mit An-

fangselement 0 und Nachfolgeabbildung s\

Bemerkung 1.7: (N; 0; s) System von nat�urlichen Zahlen. Dann gilt
V
n2N

s(n) 6=

n.

De�nition 1.9: N = (N; 0; s) System nat�urlicher Zahlen. A � N Teilmenge hei�t

Anfangsst�uck (Abschnitt) von N :() (s(n) 2 A =) n 2 A) beziehungsweise (n =2

A =) s(n) =2 A).
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Bemerkung 1.8: N = (N; 0; s) System nat�urlicher Zahlen.

(a) A � N Anfangsst�uck, A 6= ; =) 0 2 A

(b)
V
n2N

W
A

A Anfangsst�uck mit n 2 A und s(n) =2 A

(c) An = f1; : : : ;ng Anfangsst�uck, As(n) = An [ s(n)

1.2.3 Addition und Multiplikation nat�urlicher Zahlen

Satz 1.4: Es sei N = (N; 0; s) ein System nat�urlicher Zahlen. Dann gibt es eine

eindeutig bestimmte Abbildung

f : N�N! N

(m;n) 7! f(m;n) =: m+ n

mit den Eigenschaften

(A1)
V
m2N

f(m; 0) = m + 0 = m

(A2)
V

m;n2N

f(m; s(n)) = s(f(m;n)) = m + s(n) = s(m + n)

De�nition 1.10: Die Abbildung f in Satz 1.4 hei�t Addition auf N, s(0) =: 1.
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2 Vektorr�aume

2.1 Einf�uhrung in die Vektorr�aume

2.1.1 De�nition eines Vektorraums

De�nition 2.1: Es sei K = (K;+; �) ein K�orper. Ein Tripel (V;+; �) bestehend

aus einer Menge V , der sogenannten Addition

V � V ! V; (v; w) 7! v + w

bez�uglich der V eine kommutative Gruppe bildet und der sogenannten skalaren

Multiplikation

K � V ! V; (a; v) 7! a � v

die folgenden Regeln erf�ullt

(SM1) a � (v + w) = a � v + a �w

(SM2) (a + b) � v = a � v + b � v

(SM3) (a � b) � v = a � (b � v)

(SM4) 1 � v = v

hei�t ein Vektorraum (linearer Raum) �uber K.

Beispiel 2.1:

(1) 0 = (0;+; �) ist ein Vektorraum �uber K und hei�t Nullraum.

(2) K K�orper, (K;+; �) ist ein Vektorraum bez�uglich der Addition und Multipli-

kation in K.

(3) C K�orper der komplexen Zahlen. C = R�Rwird ein Vektorraum mit

+ : C � C ! C

((x; v); (y; u)) 7! (x; u) +
C

(y; v) := (x+ y; u+ v) = (x+ y) + i(u + v)

� : R� C ! C

(a; (x; y)) 7! a � (x; y) := (a; 0) �
C

(x; y) = (a � x; a � y) = a � x+ i � a � y
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Satz 2.1: M sei eine Menge, K ein K�orper. Dann bildet die Menge Abb(M;K) =:

KM der Abbildungen f :M ! K von M in K mit der Addition

+ : KM � KM ! KM ; (f; g) 7! f + g

mit
V

x2M

(f + g)(x) = f(x) +
K

g(x) und der skalaren Multiplikation

� : K � KM ! KM ; (a; f) 7! a � f

mit
V

x2M

(a � f)(x) = a �
K

f(x) einen Vektorraum �uber K.

Beispiel 2.2:

(1) M = f1; : : : ;ng, KM = Kf1;:::;ng =: Kn hei�t Standardvektorraum �uber K.

f 2 Kn ist gegeben durch
�
f(1); f(2); : : : ; f(n)

�
=: (f1; f2; : : : ; fn)

Addition: f + g = (f1; : : : ; fn) + (g1; : : : ; gn) = (f1 + g1; : : : ; fn + gn)

Skalare Multiplikation: a �
K

f = a � (f1; : : : ; fn) = (a � f1; : : : ; a � fn)

(2) M = N, KNhei�t Vektorraum der Folgen �uber K. f 2 KNist gegeben als�
f(0); f(1); : : :

�
=: (f0; f1; : : :) = (fi)i2NFolge. Addition und skalare Multi-

plikation wie in Beispiel 1.

Schreibweise: a 2 K Skalar, v; w 2 V Vektoren.

Vektordi�erenz: v�w := v+(�w).
"
Skalare Division\: v

a
:= 1

a
�v. Neutrales Element

bez�uglich + in V : 0K � v = 0V (Nullvektor). Inverses Element zu a � v bez�uglich +

in V : �a � v.

2.1.2 Untervektorr�aume

De�nition 2.2: Es sei (V;+; �) ein Vektorraum �uber einem K�orper K, W sei eine

Teilmenge von V . Wenn W mit +
W
(eingeschr�ankt auf) und �

W
einen Vektorraum

�uber K bildet, so hei�tW Unter(vektor)raum (Teilraum) von V . In Zeichen W � V .

� (V ) := fW jW � V ^W Unterraum von V g hei�t Menge der Teilr�aume von V .

Bemerkung 2.1 (Unterraumkriterium): (V;+; �) sei Vektorraum �uber einem

K�orper K. Dann gilt f�ur W � V :

W � V ()
^

v;w2W

^
a2K

v + w 2W ^ a � v 2W:

Bemerkung 2.2: � (V ) ist durch
"
�\ halbgeordnet.
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2.1.3 Durchschnitte und Summen von Untervektorr�aumen

Bemerkung 2.3: V Vektorraum �uber dem K�orper K, Wi � V f�ur i 2 I 6= ; =)

W :=
T
i2I

Wi � V (Schnittraum).

De�nition 2.3: K K�orper, V K-Vektorraum, S � V Teilmenge (Vektoren)

<S>:=
T

S�W�V

W hei�t der von S aufgespannte (erzeugte) Vektorraum. Oder: <S>

ist die lineare H�ulle (das Erzeugnis) von S.

Seien Wi � V f�ur i 2 I 6= ;, S =
S
i2I

Wi, dann hei�t <S>=:
P0

i2I

Wi Summe der Wi
1

(Summenraum).

Bemerkung 2.4: K K�orper, V K-Vektorraum. Dann gelten:

(a) S � V Teilmenge =) <S> =

�
nP
i=0

aivi

��� n 2 N^ ai 2 K ^ vi 2 S
�

(b) Seien Wi � V , i 2 I 6= ; =)
P
i2I

Wi =

�P
j2J

wj

��� J � I endlich ^wj 2Wj

�

Bezeichnung: w =
P
j2J

=
P0

i2I

wi

De�nition 2.4: K K�orper, V K-Vektorraum, Wi � V f�ur i 2 I 6= ;,W � V hei�t

direkte Summe der Wi, in Zeichen W =
L
i2I

Wi, falls

(1) W =
P
i2I

Wi

(2)
V
i2I

Wi \

� P
i6=j2I

Wj

�
= 0

gilt.

Satz 2.2: K K�orper, V K-Vektorraum, Wi � V f�ur i 2 I 6= ;, W =
P
i2I

Wi. Dann

gilt:

W =
M
i2I

Wi ()
^
w2W

^
i2I

1_
wi2Wi

w =
X0

i2I

wi:

2.1.4 Komplement eines Unterraums

De�nition 2.5: K K�orper, V K-Vektorraum, W � V Unterraum. X � V hei�t

Komplement zu W , falls V =W �X ist.

Beispiel 2.3: V =
L
i2I

Wi =) X =
L

i6=j2I

Wj ist ein Komplement zu Wi.

1
Die gestrichene Summe steht immer f�ur eine endliche Summe. Das gleiche gilt f�ur Produkte.
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De�nition 2.6: Eine halbgeordnete Menge (M;�) hei�t induktiv geordnet, falls

es zu jeder totalgeordneten Teilmenge N � M (geordnet durch
"
�\) (N

"
Kette\)

ein m 2M gibt mit
V
n2N

n � m.

Ein Element m 2M hei�t maximal, falls
V

m02M

m � m0 =) m0 = m.

Beispiel 2.4: V ein K Vektorraum, � (V ) halbgeordnet mit
"
�\. Sei fWi j i 2 Ig

eine Kette. W :=
S
i2I

Wi. W 2 � (V ) und
V
i2I

Wi � W . � (V ) ist induktiv geordnet.

Lemma 2.1 (Zorn): Jede induktiv geordnete Menge M 6= ; bestitzt ein maxi-

males Element. (�aquivalent zum Auswahlaxiom der Mengenlehre)

Satz 2.3: K K�orper, V K-Vektorraum, W � V . Dann existiert nach der Mengen-

lehre X � V mit V = W �X.

Satz 2.4: M enth�alt ein maximales Element X. X � V , X \W = 0.

Mengen Vektorr�aume

M Menge V Vektorraum

N �M Teilmenge W � V UnterraumT
i2I

Ni Durchschnitt
T
i2I

Wi DurchschnittS
i2I

Ni Vereinigung
P
i2I

Wi Summe

_S
i2I

Ni disjunkte Vereinigung
L
i2I

Wi direkte Summe

N �M N nM Komplement W � V =)
W

X�V

V = W �X

Komplement

2.2 Lineare Abbildungen

2.2.1 De�nition und einfache Eigenschaften linearer Abbildungen

De�nition 2.7: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume, � : V !W hei�t lineare Abbil-

dung (Homomorphismus) :()

^
v;w2V

^
a2K

�(v +w) = �(v) +
W

�(w) ^ �(a � v) = a �
W

�(v)
�
=) �(0V ) = 0W

�

Kern(�) :=
�1

� (f0g) = fv 2 V j �(v) = 0g hei�t Kern von �.
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Bild(�) := �(V ) hei�t Bild von �. Eine

(
injektive

surjektive

bijektive

lineare Abbildung � : V !W

hei�t

(
Monomorphismus

Epimorphismus

Isomorphismus

.

Eine lineare Abbildung � : V ! V hei�t Endomorphismus, wenn sie bijektiv ist

Automorphismus.

� : V !W Isomorphismus, dann schreibt man V �= W (isomorph).

Bemerkung 2.5: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume, � : V !W lineare Abbildung.

Dann gelten:

(a) Bild(�) � W

(b) Kern(�) � V

Bemerkung 2.6: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume, � : V !W lineare Abbildung.

Dann gelten:

(a) � surjektiv () Bild(�) = W

(b) � injektiv () Kern(�) = 0

(c) � bijektiv () Bild(�) = W ^Kern(�) = 0

Bemerkung 2.7: K K�orper, V;W;X K-Vektorr�aume, � : V !W ,

 :W ! X lineare Abbildungen. Dann gelten:

(a) Das Abbildungsprodukt � Æ  : V ! X ist eine lineare Abbildung.

(b) � Isomorphismus =) Die Umkehrabbildung ��1 : W ! V ist eine lineare

Abbildung (sogar Isomorphismus).

2.2.2 Kongruenzrelationen und Faktorr�aume

De�nition 2.8: V sei Vektorraum �uber dem K�orper K. Eine �Aquivalenzrelati-

on
"
�\ auf V hei�t eine Kongruenzrelation

:()
^

v;v02V

^
w;w02W

v � v0 ^ w � w0 =) v + w � v0 + w0

^
v;v02V

^
a2K

v � v0 =) a � v � a � v0

Bemerkung 2.8: V sei ein Vektorraum �uber einem K�orper K. Dann gelten:

(a) � Kongruenzrelation auf V =) W = fv 2 V j v � 0g � V und es gilt

v � w () v � w 2W .

(b) W � V Unterraum. Dann de�niert v � w :() v � w 2W eine Kongruenz-

relation mit W = fv 2 V j v � 0g.

Schreibweise:
"
�\ hei�t Kongruenzrelation modulo W : v � w (mod W ).
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Bemerkung 2.9: K K�orper, V K-Vektorraum, W � V , � sei Kongruenzrelation

modulo W =) Die Quotientenmenge �V = V=� mit den Abbildungen

+ : �V � �V ! �V ; (�v; �w) 7! �v + �w := v + w

� : K � �V ! �V ; (a; �v) 7! a � �v := a � v

wird ein Vektorraum �uber K.

De�nition 2.9: Der Vektorraum V=� hei�t Faktorraum oder Quotientenraum

von V nach W . Schreibweise: V=W .

2.2.3 Der Homomorphiesatz

Satz 2.5: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume, � : V !W , lineare Abbildung. Dann

gilt: V=Kern(�) �= Bild(�).

Korollar 2.1: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume. Der Homomorphismus � : V !

W l�a�t sich in einen Epimorphismus

� : V ! �V ; v 7! �v = v + Kern(�)

gefolgt von einem Isomorphismus

�� : V=Kern(�) ! �(V ); �v = v +Kern(�) 7! �(v)

und einem Monomorphismus

� : �(V )!W; w 7! w

zerlegen.

V
�

�! W
�# �"

V=Kern(�) �!
��

�(V )

2.2.4 Der Vektorraum der Homomorphismen

De�nition 2.10: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume.

Hom(V;W ) := f� j � : V ! W lineare Abbildungg hei�t Menge der linearen

Abbildungen (Homomorphismen) von V nach W .

End(V ) := Hom(V; V ) hei�t Menge der linearen Selbstabbildungen (Endomorphis-

men) von V .

Aut(V ) = f� 2 End(V ) j � Isomorphismusg ist die Menge der bijektiven Selbstab-

bildungen.

GL(V ) := Aut(V ) hei�t allgemeine lineare Gruppe.

De�nition 2.11: K K�orper, (V;+; Æ) K-Vektorraum hei�t eine K-Algebra, wenn

es zus�atzlich eine Abbildung

Æ : V � V ! V; (v; w) 7! v Æw;
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genannt Produkt, gibt derart, da� (V;+; Æ) einen Ring bildet und gilt

^
v;w2V

^
a2K

a � (v Æw) = (a � v) Æw

(Schreibweise: h�au�g
"
�\ statt

"
Æ\.)

Bemerkung 2.10: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume. Dann gelten:

(a) Hom(V;W ) mit
"
punktweise erkl�arter\ Addition und skalarer Multiplikation,

da� hei�t

+ : Hom(V;W )� Hom(V;W )! Hom(V;W ); (�;  ) 7! �+  

mit
V
v2V

(�+  )(v) := �(v) +  (v) und

� : K � Hom(V;W )! Hom(V;W ); (a; �) 7! a � �

mit
V
v2V

(a � �)(v) := a � �(v) bildet einen K-Vektorraum.

(b) End(V ) bildet mit dem Abbildungsprodukt
"
Æ\ eine K-Algebra.

(c) GL(V ) bildet eine Gruppe: Die allgemeine lineare Gruppe (General linear

group).

Beispiel 2.5: GL(F22): F
2
2 = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g =) GL(F22)

�= S3 nicht

kommutativ! =) End(V ) ist im allgemeinen nicht kommutativ!

Mengen Vektorr�aume

f :M ! N Abbildung � : V !W lineare Abbildung

f bijektive Abbildung � Isomorphismus

Abb(M;N ) = NM Hom(V;W )

Abb(M;M ) =MM Hom(V; V ) = End(V;W )

Menge der Bijektionen auf M : SM GL(V )

� �Aquivalenzrelation � Kongruenzrelation (modulo W )

�M =M=� Quotientenmenge V=� = V=W Faktorraum

2.3 Basis und Dimension
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2.3.1 Basis endlich erzeugter Vektorraum

De�nition 2.12: K K�orper, V K-Vektorraum

fv1; : : : ; vng � V Teilmenge, so hei�t v 2 V Linearkombination der v1; : : : ; vn, falls

es �1; :::; �n 2 K gibt, so da� v = �1v1 + :::+ �nvn. Man sagt auch v l�a�t sich aus

den v1; : : : ; vn linear kombinieren.

S � V hei�t linear unabh�angig (frei) :()
V
v2S

V
av2K

P0

v2S

avv = 0 =)
V
v2S

av = 0.2

S � V hei�t linear abh�angig (unfrei) :() S ist nicht linear unabh�angig, da� hei�tW
06=av2K

P0

v2S

avv = 0

S � V Teilmenge hei�t Erzeugendensystem von V :() V = <S>, da� hei�t V wird

durch S aufgespannt.

V hei�t endlich erzeugt :() V besitzt ein endliches Erzeugendensystem.

S � V hei�t Basis von V () S ist ein linear unabh�angiges Erzeugendensystem.

De�nition 2.13: K K�orper, V K-Vektorraum, S � V endliche Teilmenge

S ist ein minimales Erzeugendensystem :() S ist ein Erzeugendensystem undV
t2S

S n ftg ist kein Erzeugendensystem.

S ist ein maximales linear unabh�angiges System :() S ist linear unabh�angig undV
t2V

S [ ftg ist linear abh�angig.

Ein v 2 V besitzt �uber S eine eindeutige Darstellung als Linearkombination :()V
s2S

1W
as2K

v =
P
s2S

ass.

Satz 2.6 (Charakterisierungssatz einer Basis): K K�orper, V K-Vektorraum,

S � V endliche Teilmenge. Dann sind �aquivalent:

(a) S ist eine Basis

(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem

(c) S ist ein maximales linear unabh�angiges System

(d) Jedes v 2 V besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination �uber S

Korollar 2.2: Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Anmerkung 2.1: Satz 2.6 bleibt richtig f�ur nicht endlich erzeugte Vektorr�aume,

falls man
P

durch
P0

ersetzt.

2.3.2 Dimension endlich erzeugter Vektorr�aume

Satz 2.7 (Basiserg�anzungssatz): K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektor-

raum, T � V endliche linear unabh�angige Teilmenge, S � V endliches Erzeugen-

densystem, dann
W
U�S

B := T [ U ist Basis von V .

2
Bei Linearkombinationen sind, bis auf endlich viele Ausnahmen, alle Summanden Null.
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Satz 2.8: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum, T � V endliche linear

unabh�angige Teilmenge, S � V endliches Erzeugendensystem =) #T � #S.

Korollar 2.3: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum =) Alle Basen

von V haben die gleiche L�ange (Zahl der Elemente).

De�nition 2.14: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann hei�t die

L�ange (Elementanzahl) einer (jeden) Basis von V die Dimension von V : dimK(V ) =

dimV .

Beispiel 2.6: F�ur den Standardvektorraum gilt V = Kn =) dimV = n. Auf

endlichen K�orpern ist die Zahl der Vektoren des Standardvektorraums V = Kn und

#K = q 2 N =) #V = qn.

2.3.3 Der Isomorphiesatz

Satz 2.9: K K�orper, V;W endlich erzeugte K-Vektorr�aume, dimV = n 2 N, S =

fs1; : : : ; sng Basis von V , T = ft1; : : : ; tng � W . Dann 1W
�2Hom(V;W )

nV
i=1

�(si) = ti.

Dabei gelten:

(a) � surjektiv () T Erzeugendensystem von W

(b) � injektiv () T � W linear unabh�angig

(c) � bijektiv () T Basis

Satz 2.10 (Isomorphiesatz): K K�orper, V;W endlich erzeugte K-Vektorr�aume.

Dann gilt:

V �= W () dimV = dimW:

Anmerkung 2.2: V nicht endlich erzeugt: dimV = 1 (Dimension unendlich).

Dann gilt der Isomorphiesatz nicht, da� hei�t dimV =1 = dimW=)/ V �= W .

Satz 2.11: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gelten:

(a) dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 � dim(W1 \W2)

(b) dim(W1 �W2) = dimW1 + dimW2

Korollar 2.4: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum,Wi � V Unterr�aume

f�ur i 2 f1; : : : ; ng =)

dim

� nM
i=1

Wi

�
=

nX
i=1

dimWi:

Satz 2.12: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum,W � V Unterraum=)

dimV=W = dimV � dimW:

15



Korollar 2.5: K K�orper, V;W endlich erzeugte K-Vektorr�aume, � : V ! W li-

neare Abbildung =)

(a) dim(�(V )) = dimV � dim(Kern(�))

(b) dimV = dimW , dann gilt � surjektiv () � injektiv

De�nition 2.15: K K�orper, V;W endlich erzeugte K-Vektorr�aume, � : V !

W lineare Abbildung

dim(�(V )) hei�t Rang von �: Rang(�).

dim(Kern(�)) hei�t Defekt von �: Def(�).

2.3.4 Der allgemeine Basissatz

Bemerkung 2.11: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum, S � V Teil-

menge. Dann gilt: S linear unabh�angig ()

� ^
T�S

#T (T endlich) =) T linear unabh�angig
�
:

Satz 2.13: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beispiel 2.7: R ist ein Q-Vektorraum. Also besitzt R eine Basis �uber Q!

2.4 Koordinatendarstellung

2.4.1 Koordinaten und Basiswechsel

De�nition 2.16: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis S =

fs1; : : : ; sng, v 2 V ein Vektor =) 1W
a1;:::;an2K

v =
nP
i=1

aisi

a1; : : : ; an hei�en Koordinaten von v bez�uglich der geordneten Basis S.

vS :=

0
@a1...
an

1
A 2 Kn�1 (�= Kn ) hei�t Koordinatenvektor von v bez�uglich S.


S : V ! Kn�1 ; v 7! vS =

0
@a1...
an

1
A hei�t Koordinatendarstellung von V bez�uglich

geordneter Basis S.

Anmerkung 2.3: 
S ist Isomorphismus.
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Bemerkung 2.12: K K�orper, V endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimensi-

on n 2 N mit Basen S = fs1; : : : ; sng und T = ft1; : : : ; tng. Dann gilt:

(a)
nV
j=1

W
cij2K

sj =
nP
i=1

cij � ti ^
W

c0
ij
2K

tj =
nP
i=1

c0ij � si

(b) v 2 V mit 
S (v) = vS =

0
@v1...
vn

1
A ; 
T (v) = vT =

0
B@
v01
...

v0n

1
CA =)

nV
i=1

v0i =
nP
j=1

cij�vj

und vi =
nP
j=1

c0ij � v
0
j .

(c)
nP
j=1

cij � c
0
jk = Æik =

nP
j=1

c0ij � cjk ; 1 � i; k � n.

De�nition 2.17:

0
@ c11 � � � c1n

...
. . .

...

cn1 � � � cnn

1
A = (cij)i;j2f1;:::;ng = (cij) = CT;S hei�t Ba-

siswechselmatrix von S nach T .

Km�n =
n
A
�� A = (aij) i=1;:::;m

j=1;:::;n

^aij 2 K
o
hei�t Menge der m�n-Matrizen �uber K.

Km�n �= Km�n K-Vektorraum.

A = (aij); B = (bjk) =)

Kl�m � Km�n ! Kl�n ; (A;B) 7! A � B :=

� mX
j=1

aij � bjk

| {z }
cik

�
i=1;:::;l

k=1;:::;n

hei�t Matrizen-

produkt von A und B.

Schreibweise: In Bemerkung 2.12 Teil (b) vT = cT;S � vS ^ vS = CS;T � vT mit

CS;T = (c0ij). In Teil (c) CT;S � CS;T = (Æij) = CS;T �CT;S, da� hei�t CS;T = C�1T;S
(bez�uglich dem Matrizenprodukt)

2.4.2 Die Matrix einer linearen Abbildung

De�nition 2.18: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume der Dimensionen m bezie-

hungsweise n, S = fs1; : : : ; smg Basis von V , T = ft1; : : : ; tng Basis von W ,

� : V !W lineare Abbildung.

�(sj) =

nX
i=1

dij � ti =) DT;S(�) := (dij) i=1;:::;n

j=1;:::;m

2 Kn�m :

hei�t Darstellungsmatrix von � bez�uglich Basen S und T .

DT;S : Hom(V;W ) ! Kn�m ; � 7! DT;S(�) hei�t Darstellung von Hom(V;W )

bez�uglich S und T .

Anmerkung 2.4: CT;S = DT;S(idV )
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Satz 2.14: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume der Dimensionen m beziehungswei-

se n, S = fs1; : : : ; smg Basis von V , T = ft1; : : : ; tng Basis von W , � : V ! W li-

neare Abbildung =)

DT;S : Hom(V;W )! Kn�m; � 7! DT;S(�)

ist ein Isomorphismus.

Korollar 2.6: Unter Voraussetzung von Satz 2.14 gilt dim(Hom(V;W )) = dimV �

dimW .

Bemerkung 2.13: K K�orper, V;W K-Vektorr�aume der Dimensionen m bezie-

hungsweise n, S = fs1; : : : ; smg Basis von V , T = ft1; : : : ; tng Basis von W ,

� : V !W lineare Abbildung, v 2 V , v =
mP
j=1

vj �sj , vS :=

0
@ v1

...

vm

1
A, �(v) = nP

j=1

wj �tj ,

wT =
�
�(v)

�
T
=

0
@w1

...

wn

1
A. Dann gilt:

n̂

i=1

wi =

nX
j=1

dij � vj beziehungsweise wT = DT;S(�) � vS :

2.4.3 Das Matrizenprodukt

Satz 2.15: K K�orper, V;W;X endlich dimensionale K-Vektorr�aume mit Basen S,

T , und U , � 2 Hom(V;W ),  2 Hom(W;X) lineare Abbildungen =) DU;S( Æ�) =

DU;T ( ) �DT;S(�).

Korollar 2.7: K K�orper, V;W endlich dimensionale K-Vektorr�aume, S; ~S Basen

von V , T; ~T Basen von W , � 2 Hom(V;W ) lineare Abbildung =) D ~T; ~S(�) =

C ~T;T �DT;S �CS;~S mit C ~T;T = C�1
T;~T

.

Satz 2.16: K K�orper. Dann gelten:

(a) Der K-Vektorraum Kn�n der n � n Matrizen bildet, bez�uglich dem Matri-

zenprodukt, eine K-Algebra.

(b) Die Menge der invertierbaren n � n Matrizen bildet, bez�uglich dem Matri-

zenprodukt, eine Gruppe GLn(K).

2.4.4 Rang und �Ahnlichkeit von Matrizen

De�nition 2.19: K K�orper

A;B 2 Km�n , dann hei�t A �aquivalent zu B (A � B) :()
W

C2GLm(K)

W
T2GLn(K)

A =

C �B � T .
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A;B 2 Kn�n , dann hei�t A �ahnlich zu B (A � B) :()
W

C2GLn(K)

A = C�1 �B �C.

Anmerkung 2.5: �Ahnlichkeit und �Aquivalenz von Matrizen sind �Aquivalenzre-

lationen.
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