

http://www.christian.buth.mysite.de/
mailto:cbuth@ix.urz.uni-heidelberg.de

Grundlagen

Satz 1.1:
1= q71+1

Zq

fiir g < 1

o
> i=
n=0

Definition 1.1: Die fiir alle n, k € N definierte Funktion (")

k
()= {7

heif3t Binomialkoeffizient. Fiir alle a € R und alle & € N wird der Binomial-
koeffizient wie folgt definiert

a(a=1)(a=2)---
() - { ==

fir0<k<n
fir0<n<k

la=ktl)  fir k>0

firk=0

Satz 1.2: Der Binomialkoeffizient hat mit n,k € N und a,b € R folgende
Eigenschaften

(Symmetriesatz)

(=61
1)+ (a N 2) +--t (a * k) = (a TRt 1) (Additionstheoreme)

W+ )+ : ;
D+ O+ QG) -+ =)

(Additionssatz)

Satz 1.3: Es sein > 1. Dann gilt:

(a) Permutation ohne Wiederhohlung P(n, k) = k'( N fir1 <k<n

(b) Permutationen mit Wiederholung W (n, k) = n* fiir k > 1.
(c) Kombinationen K(n, K) = (}) fir 1 <k <n

Definition 1.2: Die metrischen Axiome.

d(a,b) >0Ad(a,b) =0 < a=0b
d(a,b) = d(b,a)
d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)

(Definitheit)
(Symmetrie)

(Dreiecksungleichung)

Definition 1.3: Eine Menge M reeller Zahlen heifit nach {unten be-

oben
schrinkt, wenn es ein a € R gibt, so dafi

a<x
VJ:EM.{xSa

untere

obere

ist. Jedes derartige ¢ wird eine Sehranke von M genannt.

Definition 1.4: FEine reelle Zahl S heift {grﬁ,f“'f Untere gt ranke oder
kleinste obere
{ Infimum

Supremum

untere

Schranke von M ist und iiberdies
obere

von M, wenn S{

untere g 4 ranke von M sein kann, dafl heifit, wenn

r< S+e
r>S -

obere

keine Zahl { Z g noch {
gibt.

es zu jedem € > 0 mindestens ein z € M mit {

Satz 1.4 (Vollstindigkeitsaxiom, Supremumsprinzip): Jede nicht

unten Infimum

leere nach { beschrinkte Menge besitzt ein {

Supremum’

Satz 1.5 (Archimedes): Jede reelle Zahl wird von einer natiirlichen Zahl

tubertroffen.

Satz 1.6 (Eudoxos): Zu jedem € > 0 gibt es ein natiirliches n, so daf§
1; < e ausfillt. Fiir alle natiirlichen m > n ist dann erst recht 1; < e.

Satz 1.7: Sei p eine reelle Zahl. Dann gibt es zu jedem £ > 0 eine rationale
Zahl r, fiir die p —e < r < p + € gilt.

Infimum
Supremum’

Satz 1.8: Besitzt die nicht leere Menge A zwar ein { jedoch

kein Minimum , so gibt es zu jedem e > 0 unendlich viele Elemente von A,
Maximum’
fiir die
infA—e <ac< inf A4
sup A4 — e “ sup A’

Folgen

Definition 2.1 (Nullfolge):  Eine Folge (an) heifit Nullfolge, in Zeichen

lim an, =0 oder an — 0 fir n — oc,

n—oc

wenn es zu jeder reellen Zahl € > 0 einen Index N(e) derart gibt, daf§ fiir
alle n > N(e) gilt |an| < €. In Zeichen

lim anp =0:<= Ve > 0IAN()Vn> N(e): |an| < e.
n—oc

Man sagt dann auch, die Folge (an) strebt oder konvergiert gegen Null
fiir n — oc.

Definition 2.2: Eine Folge (an) heifit konvergent mit dem Limes oder
Grenzwert a € R, in Zeichen

Iim a, =a oder ayp = a fiir n = oc,

n—FoC

wenn die Folge (an —a) eine Nullfolge ist. Man sagt dann auch, die Folge (an)
strebt oder konvergiert gegen a fiir n — oc. Nach Definition 2.1 bedeutet das,
dafl es zu jedem € > 0 ein N (¢) gibt, so dafl fiir alle n > N(¢) gilt |an—a| < e.

Satz 2.1:
bestimmt.

Jede konvergente Folge ist beschriankt und ihr Limes ist eindeutig

Satz 2.2 (Rechenregeln):
(a) Aus lim a, =a und lim b, =b folgt
77— 0C 71— 0C

lim Aa,, = Aa fiir A € R, li)rn (an +bp)=a+b,

= 0C
i = i an _ a
nll,néc(a"b") = ab, nlgnoC P =3 falls b # 0,

(b) Aus nli)ngc a, = a folgt

li_)m lan| = |al, lirn al = aP fiir p € N.
(c) Aus llrn an, = a und hm b = b sowie a, < by fiir fast alle n

folgt a < b. Aus an >0 folgt also hm an > 0.

Satz 2.3 (Sandwich Theorem): Es gelte hm ap =aund lim b, =a,

n—oc
sowie a, < ¢ < by fiir fast alle n. Dann ist auch die Folge (Ln) konvergent

mit Limes a.

Satz 2.4 (Konvergenzkriterium von Cauchy): Eine Folge (an) ist
genau dann konvergent, wenn zu jedem £ > 0 ein N(e) existiert, so dafy

|an — am| < e fiir alle n,m > N(e) ist.
Satz 2.5: Jede Umordnung und jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist

ebenfalls konvergent mit dem selben Limes, Dasselbe gilt, wenn man endlich
viele Glieder einer konvergenten Folge abindert.

Satz 2.6 (Monotoniekriterium):

ge (an) ist
supan
Iim a, =< ."

n—oc infan
n

Fiir eine beschrinkte, monotone Fol-

wenn (a5, ) wachsend

wenn (an) fallend

Lemma 2.1: Eine reelle Zahl ¢ ist genau dann Hiufungswert einer Fol-
ge (an), wenn die Folge eine gegen a konvergierende Teilfolge besitzt.



Satz 2.7 (Bolzano-Weierstraf3 fiir Folgen): Jede beschrinkte Fol-
ge (an) hat mindestens einen Haufungswert. Genauer: Es gibt einen gréfiten
H&aufungswert a* und einen kleinsten Hiufungswert ax und bei beliebig vor-
gegebenem e > 0 sind hdchstens endlich viele Glieder a,, > a*+¢ und ebenso
héchstens endlich viele Glieder an < ax — ¢.

Definition 2.3:
schrinkte Folge (a,) einen gréften Hiufungspunkt a* und einen kleinsten
Hiufungspunkt ax. Man nennt a* den oberen Limes oder Limes superior,
ax den unteren Limes oder Limes inferior der Folge (an) und schreibt dafiir

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} besitzt eine be-

a* =: limsupan
n—oc

ax =: liminfay,.
n—0C

Unendliche Reihen

Definition 3.1: Es sei eine reelle Zahlenfolge (a,, )<

o p (mit p € 7) gegeben.
Man nennt das Symbol

oC
Zan oder ap+app1 +apgo+ ...
n=p
eine unendliche Reihe, a,, das n-te Glied,
n
Sn ::Zal = ap+...+an
=

die n-te Teilsumme und die unendliche Reihe

oC
rn = Z g = ap41 + Any2 + Apgs + ...
k=n+1

den n-ten Rest der Reihe. In den meisten Fillen ist p = 0 oder p = 1.

oc

oC
Die Reihe ) a, heifit konvergent, wenn die Folge ihrer Teilsummen (sn)p

n=p

konvergent ist. Die Zahl

n
S= lim sp, = lim E a;
n—oc n—oc 4
1=p

nennt man in diesem Fall die Summe der Reihe und man schreibt

7
;—':Zai:{]p+{1p+1+{1p+2+... .

i=p

Eine unendliche Reihe heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist. Ist ins-
besondere die Folge (s5,) bestimmt divergent mit dem Limes toc, so schreibt

man dafiir
o
E a, = toc.
n=p

oC
Satz 3.1: Wenn ). a, konvergiert, dann bilden sowohl die Reihenglie-

n=0
oC
der an als auch die Reste rn, = " a; eine Nullfolge.
i=nt1

Satz 3.2: Eine unendliche Reihe Z @5, mit nichtnegativen Gliedern ist kon-
vergent, wenn die Folge ihrer Teilsummen beschrinkt ist, andernfalls be-
stimmt divergent. In beiden Fillen gilt die Gleichung

o
ap = SUP Syp,.

n
n=p

Satz 3.3 (Majorantenkriterium): Ist 0 < ayn
und Y cn konvergent, so ist auch ) a» konvergent.

< c¢n fiir fast alle n

Satz 3.4 (Minorantenkriterium): Ist 0 < d,, <
und ) d,, divergent, so ist auch }_ a,, divergent.

a, fiir fast alle n

2

Satz 3.5 (Konvergenzkriterium von Cauchy): Die Reihe ) a, ist
dann und nur dann konvergent, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N(¢) existiert, so
daf fiir alle n > m > N(e) gilt

[sn — sm| = |amt1 + amy2 + ...+ an| < e.
Definition 3.2: Eine unendliche Reihe } a,, ist heifit absolut konvergent,
wenn die Reihe } |a,| konvergiert.

Satz 3.6: Eine absolut konvergente Reihe ) a,, ist auch konvergent, und
es gilt die Dreiecksungleichung fiir unendliche Reihen

o o
a3 fal.

Satz 3.7 (Wurzelkriterium): Existiert eine Zahl g mit 0 < ¢ < 1 derart,

daf}
Vlen| <9<

ist, so ist Y_ a, absolut konvergent. Ist dagegen

fiir fast alle n <= limsup {/|a,| < 1
7= OC

Vian| > 1 fiir unendlich viele n <= limsup 3/|an| > 1
71— OC

so ist Y a, divergent.

Satz 3.8 (Quotientenkriterium):
mit 0 < ¢ < 1 derart, daf

Ist an # 0 und existiert eine Zahl ¢

a a
Intl <g<1 fiir fast alle n <= limsup Int1 <1
an an
ist, so ist }_ an absolut konvergent. Ist dagegen
An41 . . An41
— |21 fiir fast alle n <= limsup|——| > 1
an an

so ist Y an divergent.

Satz 3.9 (Umordnungssatz): Eine absolut konvergente Reihe darf man
oC

umordnen. Genauer: Ist )  an absolut konvergent und (bn) eine Umord-
n=0

o o
nung von (ay) so gilt > a, = Y. by, wobei auch die zweite Reihe absolut
n=0 n=0

konvergent ist.

Satz 3.10: Sind die unendlichen Reihen }_ a,, und }_ b, absolut konver-
gent, so kann ihr Produkt durch gliedweise Multiplikation berechnet werden,

o oC o
(S o) (o) = 32wt
n=0 n=0 2,9=0

und die entstehende Doppelreihe ist absolut konvergent.

Satz 3.11 (Cauchy-Produkt):
nach Diagonalen ergibt

Eine Umordnung der Doppelreihe Y a;b,

(£)(E)-E ()5

n=0 n=0 =0
mit
n
dn = Zarbn—z = aghn + atbp_1 4+ -+ anbo.
=0
Satz 3.12: Die Binomialreihe

1= 5 () =1 o gl e

n=0



ist fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| < 1 divergent. Das Cauchy-
Produkt zweier solcher Reihen ist
B(z,a)B(z,8) =

B(z, o+ ) fiir o, 8 € R und |z| < 1.

o
Definition 3.3: Eine Reihe der Form ) a,z™ heifit Potenzreihe, die Zah-

n=0
len a,, nennt man Koeffizienten.

oC
Satz 3.13: Jede Potenzreihe ) a,z" besitzt einen Konvergenzradius r,

n=0

|z| < r absolut konvergiert
|z| > r divergiert ’
Der Konvergenzradius hingt nur von |a,| ab und berechnet sich nach der
Formel von Cauchy-Hadamard

r € Rg’, mit der Eigenschaft, dafl die Reihe fiir {

1
N limsup }/|an |7
n—0oC

wobei hier % = oc und L = 0 festgelegt wird. Fiir viele Anwendungen
o
giinstiger, aber nicht universell giiltig ist » = lim |-%=
n—oc | Tn41
Satz 3.14 (Wichtige Potenzreihen):
="

n

(a) Die Exponentialfunktion expz = 3
n=

o k— k
(b) Die logarithmische Reihe In(1 + z) = kz (_—1% (lz] < 1))
=1

. . oc ) a2ntt
(c) Der Sinus sinz = Z 2n+1
)n 2n

(d) Der Cosinus cosz = Z —f

Satz 3.15: Jede echt gebrochene reelle rationale Funktion r = % (ps g reell)

besitzt, wenn p durch die reelle Produktdarstellung p(z) = (z—z1 )Pt --- (z—
T )PR (22 + a1z + 1) -+ (22 + ayz + b))% gegeben ist, eine reelle Partial-
bruchdarstellung der Form

1‘ i BiAx-}-OiA
") ZZ e mzzm

=1y=1 !—lj—l

Z~3

mir reellen Koeffizienten A;,, B;;,C;,.

Grenzwert, Stetigkeit

Definition 4.1: Die reellwertige Funktion f sei in einer punktierten Um-
gebung U(zg) von zo € R erkldrt. Man sagt, f strebt (oder konvergiert)
gegen a € R fiir z — zo und schreibt dafiir

lim f(z)= oder

fii ,
im f(z) = a fiir z = z0,
wenn zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert, so daf§

|f(z) — a] < e fiir alle z # zg mit |z — zg| < 6,
also fiir z € Vtg(m‘o) ist (fiir hinreichend kleines § ist V,;(xo) C U(ch))

Definition 4.2 (Uneigentliche Grenzwerte): Essei D eine Menge reel-
ler Zahlen mit dem Haufungspunkt zg. Fiir die Funktion f : D — R bedeutet

lim f(z) = oc,

daf} zu jeder reellen Zahl C ein § > 0 existiert, so dafi die Beziehung
f(z) > C fiir alle # € Us(wo) N D

gilt.

Satz 4.1 (Konvergenzkriterium von Cauchy): Es sei f auf der Men-
ge D mit dem Hiufungspunkt zg definiert. Der Grenzwert li)rn f(z)(in D)
T—=xQ

existiert genau dann, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > O gibt, so daf§

[f(z) = f(y)| < e ist fiir alle z,y € V,;(xo) nD.

Satz 4.2 (Rechenregeln): FEs existiere lim f(z) und lim g(z), dann
=T =T

existieren auch nachfolgende Limites

lim (A f(z)) = /\zlim flz) fir A €R

z—zg
Jim (f(2) 4 0(2) = lim £(2)+ lim o(2)
Jim ((2) - 0(2)) = zli,";nf(f)~zli)rgng(x)
lim  f(z)
Tli)n;n gg) = :1__%;[;79(1)7 letzteres falls Tli)n;n g(x) #0

Aus f(z) <
Sandwich Theorem: Gilt f(z) < h(z) < g(z) in D sowie l_i>m fz) =
T—Tq

g(z) in D folgt zl;nzqu f(z) < lim g(z)

— r—zg

lim g(z), so existiert auch lim h(z), und alle drei Limites sind
r—rzq T—rzq

gleich.

Satz 4.3 (Kompositionen): Die Funktionen f, g seien auf Dy, D, mit
f(dg) C Dy definiert. Dann ist h = g o f auf Dy erklirt und, wenn f stetig
in 2o € Dy und g stetig in yo := f(x0), so ist h = g o f stetig in zg.

Definition 4.3: Die Funktion f : D — R heifit stetig in « € D, wenn zu
jeder Umgebung V' von f(a) eine Umgebung U von a existiert, so dafl gilt

fFUND)C V.

Definition 4.4: Die Funktion f : 1D — R heifit stetig in a« € D, wenn zu
jedem £ > 0 ein § > 0 existiert, so daf} gilt

|z —a| <8z €D = |f(z)- fa)| <=

Satz 4.4: FEine Funktion f: D — R ist in ¢ € D stetig genau dann, wenn
fiir jede Folge (a‘n) mit z, € D und lim z, = a gilt

n—oc

Jim_ f () = f(a).

Satz 4.5: Die auf der Menge D C R erkldrte Funktion f heifit gleichmdfig
stetig auf D, wenn zu jedem £ > 0 ein §(g) > 0 derart existiert, daf}

[f(z) = f(y)| < e fiir alle z,y € D mit |z —y| < §

gilt.

Definition 4.5: TIst die Funktion f an jeder Stelle ihrer Definitionsmenge D
stetig, so heiflit f stetig dber D. Man sagt dann kurz: f ist eine stetige
Funktion.

Satz 4.6: f : Dy — R sei Funktion mit Definitionsbereich Dy = M UN
mit M N N = § und M, N offene Mengen, so gilt: f ist stetig auf M und
auf N genau dann, wenn f stetig ist.

Definition 4.6: Man sagt, die Funktion f : D — R (mit D C R) geniige
auf D einer Lipschitz-Bedingnung (oder f sei auf D dehnungsbeschrinkt),
wenn es eine Konstante L gibt, so dafl

lf(=) = fw)l < L

T —yl fiir 2,y € D

ist. Man nennt L eine Lipschitzkonstante fiir f. Genligt f iiber D einer
Lipschitz-Bedingnung, so schreibt man dafiir f € Lip(D); Man sagt auch
kurz f sei eine Lipschitz- Funktion.

Lemma 4.1: Mit f und g gehdren auch Af und f + g zu Lip(D). Tst D
beschriinkt, so gilt dasselbe fiir f - g. Kurz: Die Klasse Lip(D) ist ein Funk-
tionenraum, bei beschrinktem D sogar eine Funktionenalgebra. Insbesonde-
re geniigt jedes Polynom auf einem beschridnkten Intervall einer Lipschitz-
Bedingung.

Satz 4.7: Jede Lipschitz-Funktionist an jeder Stelle ihrer Definitionsmenge
stetig.
Satz 4.8: Die rationalen Funktionen, die Logarithmenfunktionen, die tri-

gonometrischen Funktionen sowie alle durch Potenzreihen definierte Funk-
tionen sind an jeder Stelle ihrer jeweiligen Definitionsmenge stetig.



Definition 4.7: Die Funktion f sei stetig auf D. Man nennt jede auf einer
Menge M D D stetige Funktion g, welche auf D mit f libereinstimmt, eine
stetige Fortsetzung von f (auf M).

Topologie der reellen Zahlen

Definition 5.1: Es sei M C R. z € R heifit innerer Punkt von M, wenn
es eine Umgebung U von z gibt, die in M enthalten ist.

r € R heifit Hiufungspunkt von M, wenn in jeder Umgebung U von z ein
y € M liegt, das von x verschieden ist.

x heifit Berihrpunkt von M, wenn in jeder Umgebung U von z ein y € M
liegt (y #  wird nicht gefordert!)

z heif3t isolierter Punkt von M, wenn z € M und eine Umgebung U von
existiert, in der aufer z keine Punkte von M liegen. (Ein Beriihrpunkt von M
ist also entweder Haufungspunkt oder isolierter Punkt von M.)

z heifit Randpunkt von M, wenn in jeder Umgebung U von z ein y € M und
ein z € R\ M liegt.

Definition 5.2: Ist jeder Punkt der Menge M innerer Punkt von M, so
heifit die Menge M offen.

Gehort jeder Hiufungspunkt von M zu M, so heifit die Menge M abgeschlos-
sen.

Satz 5.1: FEine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn ihre Komple-
mentdrmenge offen ist.

Satz 5.2: Die Vereinigung eines beliebigen Systems offener Mengen ist eine
offene Menge. Der Durchschnitt eines endlichen Systems offener Mengen ist
eine offene Menge.

Satz 5.3: Der Durchschnitt eines beliebigen Systems abgeschlossener Men-
gen ist eine abgeschlossene Menge. Die Vereinigung eines endlichen Systems
abgeschlossener Mengen ist eine abgeschlossene Menge.

Satz 5.4: Ist x Hiufungspunkt von M und U eine Umgebung von z, so
liegen in U sogar unendlich viele Elemente von M.

Satz 5.5 (Bolzano-Weierstrafl): Jede unendliche beschriankte Teilmen-
ge M von R besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Definition 5.3: Ist eine Menge M C R beschrinkt und abgeschlossen, so
heiBt sie kompakt (oder ein Kompaktum).

Satz 5.6: Ein nicht leeres Kompaktum M besitzt ein Minimum und ein
Maximum (daf} heift inf M und sup M gehshren zu M).

Satz 5.7: Jede unendliche Teilmenge einer kompakten Menge M besitzt
einen Hiufungspunkt, der zu M gehért.

Satz 5.8: Eine Menge M ist genau dann kompakt, wenn jede Folge mit
Werten in M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Definition 5.4: FEs sei jedem 2z € M eine Umgebung U(z, (z)) zugeordnet
(daB heifit die Funktion ¢ : M — R sei vorgegeben). Das System 4 aller
dieser Umgebungen iiberdeckt natiirlich die Menge M, daf} heifit

Mc | Ulz.e(x).

€M
Man nennt {4 eine offene Uberdeckung von M.

Definition 5.5: Wenn es nun zu jeder solchen Uberdeckung §f endlich viele
Punkte z1,29,..., ry, € M gibt derart, daf§ auch schon

M C CJ Uz, e(zr))
k=1

gilt, dann sagt man: M hat die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft.

Satz 5.9 (Heine-Borel): Eine Teilmenge M von R ist genau dann Kom-
pakt, wenn sie die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft besitzt.

Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.1: Ist f stetig und die Definitionsmenge D von f kompakt, so ist
auch die Bildmenge f(D) kompakt.

Insbesondere nimmt f Minimum und Maximum in D an.

Satz 6.2: Essei f: D — R stetig und injektiv sowie D kompakt. Dann ist
auch f=': f(D) — R stetig.

Satz 6.3: Jede in einem kompakten Intervall stetige Funktion ist dort
gleichmifig stetig.

Satz 6.4 (Zwischenwertsatz):
Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Ist fin I = [a;b] stetig, so nimmt f jeden

Satz 6.5 (Nullstellensatz): Ist f in I = [a;}] stetig, f(a) > 0 und
f(b) < 0, dann hat f mindestens eine Nullstelle in I. Genauer: Es gibt eine
erste Nullstelle ¢; und eine letzte Nullstelle ¢ mit a < ¢y < ¢2 < b, und f ist
positiv in [a;c1[ und negativ in Jco;b].

Korollar 6.1: Es sei I ein beliebiges Intervall und f stetig auf 7. Dann
ist f(I) ein Intervall, und zwar das Intervall ]inf f(I);sup f(I)[, eventuell
mit Einschlufl von Randpunkten.

Satz 6.6: Das stetige Bild eines kompakten Intervalls ist ein kompaktes
Intervall.

Satz 6.7: Ist f in [a;b] stetig und injektiv, dann ist f streng monoton.
Satz 6.8: Ist f : D — R stetig und injektiv und ist D offen, dann ist

f71: f(D) = R stetig.



